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Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èññëåäîâàíèå íåêîòîðûõ ðàçäåëîâ íåñòàíäàð-
òíîé òåîðèè ìåðû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå óäà÷íûõ îáëàñòåé ïðèìåíå-
íèÿ íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèøü ÷åòâåðòàÿ ÷àñòü, ñîäåðæà-
ùÿÿ ðåçóëüòàòû îòíîñÿùèåñÿ ê êëàññè÷åñêîé òåîðèè ìåðû.

Â ïåðâîé ÷àñòè ïðîâîäèòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ ïñåâäîèíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, èñïîëü-
çóþùàÿ ïîëó÷åííóþ Å. È. Ãîðäîíîì â [1] äèñêðåòèçàöèþ èíòåãðàëà. Îñíîâíîé ðåçóëü-
òàò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, çàìåíÿÿ ôóíêöèè âåêòîðàìè, ñîñòàâëåííûìè èç èõ
çíà÷åíèé â êîíå÷íîì (íî áåñêîíå÷íî áîëüøîì) ÷èñëå òî÷åê, ìîæíî ñ òî÷íîñòüþ
äî áåñêîíå÷íî ìàëîãî àïïðîêñèìèðîâàòü ïñåâäîèíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ìàòðèöåé
áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ðàçìåðà. Ïðè ýòîì äëÿ ñëó÷àÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ïî-
êàçàíî, ÷òî ìàòðèöà àïïðîêñèìèðóþùåãî ãèïåðêîíå÷íîãî îïåðàòîðà ñòðîèòñÿ êàê
òàáëèöà çíà÷åíèé ÿäðà èñõîäíîãî îïåðàòîðà â óçëàõ íåêîòîðîé ñåòêè. Ðàíåå àíàëî-
ãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ëèøü äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è íåêîòîðûõ
ñâÿçàííûõ ñ íèì îïåðàòîðîâ, à òàêæå äëÿ îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà�Øìèäòà ([2,3]).

Âàæíûì øàãîì â ðàçâèòèè íåñòàíäàðòíîé òåîðèè ìåðû ÿâèëîñü ïîÿâëåíèå ìåðû
Ëåáà, ââåäåííîé Ï. Ëåáîì â ðàáîòå [4]. Ïîçæå àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ áûëà ïîñòðî-
åíà äëÿ ìåð ñî çíà÷åíèÿìè â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå (ñì., íàïðèìåð, [5]).
Âî âòîðîé ÷àñòè ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû ïîñòðîåíà êîíñòðóêöèÿ ìåðû Ëåáà äëÿ
ñëó÷àéíîé ìåðû. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷èòñÿ òîò æå îáúåêò, åñëè ðàññìàòðèâàòü
ñëó÷àéíóþ ìåðó êàê âåêòîðíóþ, ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå èçìåðèìûõ ôóíê-
öèé, è ñòðîèòü äëÿ íåå ìåðó Ëåáà êàê äëÿ âåêòîðíîé ìåðû. Î íåòðèâèàëüíîñòè
çàäà÷è ñâèäåòåëüñòâóåò óñòàíîâëåííûé â ðàáîòå ôàêò, ÷òî âíóòðåííþþ ñëó÷àéíóþ
ìåðó ìîæíî ïðîäîëæèòü ëèøü íà σ-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ âíóòðåííåé àëãåáðîé
ìíîæåñòâ, à íå íà âñþ àëãåáðó Ëåáà.

Òðåòüÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ â ïðîèçâåäåíèÿõ
ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé. Â ðàáîòå [6] Ô. Âàòòåíáåðãîì áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ñëó÷àéíîãî
ýëåìåíòà. Å. È. Ãîðäîí ââåë ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà (ñì. [7])
è ïîêàçàë, ÷òî åñëè ïåðâàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè â ïðîèçâåäåíèè äâóõ ïðîñòðàíñòâ
ñëó÷àéíà, à âòîðàÿ ñëó÷àéíà îòíîñèòåëüíî ïåðâîé, òî òàêàÿ òî÷êà ñëó÷àéíà â ïðîèç-
âåäåíèè ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé. Â òðåòüåé ÷àñòè äàíîé ðàáîòû èññëåäîâàí îáðàòíûé
âîïðîñ: êîãäà êîîðäèíàòû òî÷êè, ñëó÷àéíîé â ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ, ñëó÷àéíû
äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà.



3

Â ÷åòâåðòîé ÷àñòè ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê êëàññè÷åñêîé
òåîðèè ìåðû. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñîõðàíÿ-
þùåãî ìåðó ýïèìîðôèçìà èç ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé íà åäèíè÷íûé îòðåçîê ñ ìåðîé
Ëåáåãà. Íà äîñòàòî÷íî øèðîêîì êëàññå ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðåé ââåäåíà íåêîòîðàÿ
âåùåñòâåíàÿ ñòðóêòóðà.

Ïÿòàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ è ñòðóêòóðû áåñêîíå÷íî ìåëêèõ
ðàçáèåíèé èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâ, ðàññìîòðåííûõ Ï. Ëåáîì â [8]. Óñòàíîâëåíû
íåêîòîðûå õàðàêòåðèçàöèè ìåð è èçìåðèìûõ ôóíêöèé ïî èõ çíà÷åíèÿì íà ýëåìåíòàõ
ðàçáèåíèÿ.

Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ïåðâîé, âòîðîé è ÷åòâåðòîé ÷àñòÿõ, áóäóò îïóáëèêîâà-
íû â òðåòüåì íîìåðå Ñèáèðñêîãî Ìàòåìàòè÷åñêîãî Æóðíàëà çà 1993 ãîä. Â äåêàáðå
1992 ãîäà ìàòåðèàëû ÷åòâåðòîé ÷àñòè òàêæå ïðåäñòàâëåíû àâòîðîì â Ñèáèðñêèé
Ìàòåìàòè÷åñêèé Æóðíàë.

Èçëîæåíèå âåäåòñÿ íà ÿçûêå òåîðèè âíóòðåííèõ ìíîæåñòâ Å. Íåëüñîíà IST (ñì.,
íàïðèìåð, [9]), îäíàêî âñå ðàññóæäåíèÿ âåðíû è â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî ðîáèíñîíîâ-
ñêîãî íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà. Ïî óìîë÷àíèþ ðàññìàòðèâàåìûå îáúåêòû ïðåäïîëà-
ãàþòñÿ âíóòðåííèìè. Äëÿ ñòàíäàðòíîãî ìíîæåñòâà A áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ◦A

ñòàíäàðòíîå ÿäðî A, ò. å. ñîâîêóïíîñòü âñåõ åãî ñòàíäàðòíûõ ýëåìåíòîâ. Áóäåì
òàêæå èñïîëüçîâàòü ïðèíÿòûå ñîêðàùåíèÿ: (∃stx Φ) = (∃x St(x)&Φ), (∀stx Φ) =

(∀x St(x) → Φ), (∃finx Φ) = (∃x x-êîíå÷íî&Φ), |A| = ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A.
Àâòîð âåñüìà ïðèçíàòåëåí À. Å. Ãóòìàíó, Å. È. Ãîðäîíó, À. Ã. Êóñðàåâó è À. Ñ. Ìà-

ëþãèíó çà ìíîæåñòâî ñîâåòîâ è çàìå÷àíèé.

1. Äèñêðåòèçàöèÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

Â ðàáîòå [1] äîêàçàíà

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü (X ,A, µ) � ñòàíäàðòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ σ-êîíå÷íîé ìåðîé.
Òîãäà íàéäóòñÿ êîíå÷íûé íàáîð X = (x1, . . . , xN) ýëåìåíòîâ X è ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî ∆ òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòàíäàðòíîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f : X → R

∫

X

f dµ =
◦
(
∆

∑
X

f
)
,

ãäå
∑
X

f îçíà÷àåò
N∑

i=1

f(xi).

Îäíàêî íàì ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò:
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Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü (X ,A, µ) � ñòàíäàðòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ σ-êîíå÷íîé ìåðîé.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäóòñÿ êîíå÷íûé íàáîð
X = (x1, . . . , xN) ýëåìåíòîâ X è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ∆ òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé
ñòàíäàðòíîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f : X → R

∣∣∣∣
∫

X

f dµ−∆
∑
X

f

∣∣∣∣ 6 ε.

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà (X, ∆) àïïðîêñèìèðóåò ìåðó µ ñ òî÷íîñ-
òüþ äî ε.

Äëÿ êîíå÷íîé ìåðû òåîðåìà 2 ïîëó÷åíà Å. È. Ãîðäîíîì â ðàáîòå [1] â õîäå äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 â ñëó÷àå σ-êîíå÷íîé ìåðû ìîæíî
ïîëó÷èòü, íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàâ ýòî äîêàçàòåëüñòâî. Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå
îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû èç ñòàòüè [7]. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò τ íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì,
åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì êàêîãî-íèáóäü ñòàíäàðòíîãî ìíîæåñòâà. Ýëåìåíò ξ íàçûâà-
åòñÿ ñòàíäàðòíûì îòíîñèòåëüíî äîïóñòèìîãî ýëåìåíòà τ (τ -ñòàíäàðòíûì), åñëè
ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî b ∈ dom f ìíîæåñòâî
f(b) êîíå÷íî, τ ∈ dom f , ξ ∈ f(τ). Â ñòàòüå [7] ïîêàçàíî, ÷òî ïðèíöèïû ïåðåíîñà è
èäåàëèçàöèè îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè êàæäîå âõîæäåíèå ïðåäèêàòà �X ñòàí-
äàðòíî� çàìåíèòü â íèõ ïðåäèêàòîì �X τ -ñòàíäàðòíî� äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî
äîïóñòèìîãî τ . Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî r íàçûâàåòñÿ τ -áåñêîíå÷íî ìàëûì (r

τ≈ 0),
åñëè |r| < t äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî τ -ñòàíäàðòíîãî t, è τ -áåñêîíå÷íî áîëüøèì,
åñëè r−1 τ≈ 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (rn)n∈N ñòàíäàðòíà îòíîñèòåëüíî τ ,
òî lim

n→∞
rn = r â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà rN

τ≈ r äëÿ ëþáîãî τ -áåñêîíå÷íî
áîëüøîãî N .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ

Òåîðåìà 1.3 ([1]). Ïóñòü τ � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, (X ,A, µ) � τ -ñòàíäàðò-
íîå ïðîñòðàíñòâî ñ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(ξn)n∈N ýëåìåíòîâ X òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé τ -ñòàíäàðòíîé èíòåãðèðóåìîé ôóíê-
öèè f : X → R

∫

X

f dµ = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

f(ξi).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (Xn)n∈N � ñòàíäàðòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ïîä-
ìíîæåñòâ X òàêàÿ, ÷òî Xn ⊂ Xn+1, µ(Xn) < ∞ äëÿ âñåõ n è X =

⋃
n∈N

Xn. Èç ðàâåíñòâà
∫

X

f dµ = lim
n→∞

∫

Xn

f dµ

è òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(∫
Xn

f dµ
)

n∈N
ñòàíäàðòíà (à çíà÷èò, è ε-ñòàíäàðòíà),

ñëåäóåò, ÷òî ∫

XN

f dµ
ε≈

∫

X

f dµ

äëÿ ëþáîãî ε-áåñêîíå÷íî áîëüøîãî N . À ïîñêîëüêó ÷èñëî ε/2 ε-ñòàí- äàðòíî, òî
∣∣∣∣
∫

XN

f dµ−
∫

X

f dµ

∣∣∣∣ 6 ε

2
.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî (XN ,AN , µN), ãäå AN = {A ∩ XN |A ∈ A} è µN =
1

µ(XN )
µ
∣∣
AN

� âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà. Ýòî ïðîñòðàíñòâî, î÷åâèäíî, N -ñòàíäàðòíî, è ïî
òåîðåìå 3 íàéäåòñÿ òàêàÿ âíóòðåííÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξn)n∈N ýëåìåíòîâ X , ÷òî
äëÿ ëþáîé N -ñòàíäàðòíîé ôóíêöèè g ∈ L1(XN ,AN , µN)

∫

XN

g dµN = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

g(ξi),

ò.å.

lim
n→∞

µ(XN)

n

n−1∑
i=0

g(ξi) =

∫

XN

g dµ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(

µ(XN )
n

n−1∑
i=0

g(ξi)

)

n∈N
(ξ, N)-ñòàíäàðòíà. Ïîýòîìó åñëè K �

(ξ,N)-áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî, òî

lim
n→∞

µ(XN)

n

n−1∑
i=0

g(ξi)
(ξ,N)≈ µ(XN)

K

K−1∑
i=0

g(ξi).

Ïîëîæèì X = (ξ1, . . . , ξk), ∆ = µ(XN )
K

. Òîãäà
∫
XN

g dµ
(ξ,N)≈ ∆

∑
X

g. Ïîñêîëüêó

ôóíêöèÿ f ñòàíäàðòíà, à çíà÷èò, è N -ñòàíäàðòíà, à ÷èñëî 1/N ÿâëÿåòñÿ (ξ, N)-
ñòàíäàðòíûì, òî ∣∣∣∣

∫

XN

f dµ−∆
∑
X

f

∣∣∣∣ 6 1

N
.
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Òåïåðü, âñïîìíèâ, ÷òî ÷èñëî N ε-áåñêîíå÷íî áîëüøîå, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî 1/N <

ε/2, îòêóäà∣∣∣∣
∫

X

f dµ−∆
∑
X

f

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣
∫

X

f dµ−
∫

XN

f dµ

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∫

XN

f dµ−∆
∑
X

f

∣∣∣∣ <
ε

2
+

ε

2
= ε.

Ïîñêîëüêó â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 èñïîëüçóþòñÿ ëèøü ïðèíöèïû ïåðåíîñà è
èäåàëèçàöèè, ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 1.4. Ïóñòü τ � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, (X ,A, µ) � τ -ñòàí äàðòíîå
ïðîñòðàíñòâî ñ σ-êîíå÷íîé ìåðîé. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäóòñÿ
êîíå÷íûé íàáîð X = (x1, . . . , xN) ýëåìåíòîâ X è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ∆ òàêèå,
÷òî äëÿ ëþáîé τ -ñòàíäàðòíîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f : X → R∣∣∣∣

∫

X

f dµ−∆
∑
X

f

∣∣∣∣ 6 ε.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ

Ëåììà 1.5. Ïóñòü Y,L � ñòàíäàðòíûå ìíîæåñòâà, F : ◦Y → P Int(L), ãäå P Int(L)

îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ âíóòðåííèõ ïîäìíîæåñòâ L, è ◦L ⊂ ⋂
y∈◦Y

Fy. Òîãäà

ñóùåñòâóåò âíóòðåííåå ìíîæåñòâî F òàêîå, ÷òî ◦L ⊂ F ⊂ ⋂
y∈◦Y

Fy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäîëæèì F äî âíóòðåííåé ôóíêöèè F : Y → P Int(L) (â òåîðèè
IST òàêîå ïðîäîëæåíèå îáåñïå÷èâàåò ïðèíöèï èäåàëèçàöèè, â ðàìêàõ æå ðîáèí-
ñîíîâñêîãî àíàëèçà ïîòðåáóåòñÿ α+-íàñû- ùåííîñòü, ãäå α � ìîùíîñòü ◦Y). Ïî
óñëîâèþ l ∈ Fy äëÿ ëþáûõ y ∈ ◦Y è l ∈ ◦L, ò. å. äëÿ ëþáîé ïàðû (y, l) ∈ ◦(Y × L).
Ïóñòü n ∈ N, (y1, l1), . . . , (yn, ln) ∈ ◦(Y × L). Òîãäà, ïîëîæèâ F =

n⋂
i=1

Fyi
, ïîëó÷àåì

li ∈ F ⊂ Fyi
äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. Îòñþäà ñîãëàñíî ïðèíöèïó èäåàëèçàöèè (èëè

ïðèíöèïó íàñûùåíèÿ) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå âíóòðåííåãî F òàêîãî, ÷òî l ∈ F ⊂ Fy

äëÿ âñåõ (y, l) ∈ ◦(Y × L), ò. å. ◦L ⊂ F ⊂ ⋂
y∈◦Y

Fy.

Ïóñòü òåïåðü (X ,A, λy)y∈Y � ñòàíäàðòíîå ñåìåéñòâî ïðîñòðàíñòâ ñ σ-êîíå÷íûìè
ìåðàìè, ò. å. X è Y � ñòàíäàðòíûå ìíîæåñòâà, A � còàíäàðòíàÿ σ-àëãåáðà ïîäìíî-
æåñòâ X , è λ : A × Y → R � ñòàíäàðòíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî y ∈ Y
ôóíêöèÿ λy = λ(·, y) : A → R ÿâëÿåòñÿ σ-êîíå÷íîé ìåðîé íà X .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: F(Y) = RY , L1(X ) = {f : X → R | f λy-èíòåãðèðóåìà
äëÿ âñåõ y ∈ Y}. Äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà X = (x1, . . . , xN) ýëåìåíòîâ X îáîçíà÷èì
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ñèìâîëîì πX �ïðîåêòîð� èç L1(X ) â RN , ñîïîñòàâëÿþùèé ôóíêöèè f ∈ L1(X ) âåêòîð
(f(x1), . . . , f(xN)). Àíàëîãè÷íî äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà Y = (y1, . . . , yM) ýëåìåíòîâ Y
îïðåäåëèì πY : F(Y) → RM ïî ïðàâèëó πY (F ) = (F (y1), . . . , F (yM)). Îáîçíà÷èì
÷åðåç T ïñåâäîèíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç L1(X ) â F(Y) ñëåäóþùèì
îáðàçîì: (Tf)(y) =

∫
X

f dλy.

Òåîðåìà 1.6 (äèñêðåòèçàöèÿ ïñåâäîèíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà). Ñóùåñòâóþò êîíå÷-
íûå íàáîðû X = (x1, . . . , xN) ýëåìåíòîâ X è Y = (y1, . . . , yM) ýëåìåíòîâ Y, ïðè÷åì
◦Y ⊂ Y , à òàêæå ìàòðèöà Λ ðàçìåðà N × M òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòàíäàðò-
íîé ôóíêöèè f ∈ L1(X ) âûïîëíåíî πY (Tf) ≈ ΛπX(f), ò. å.

∫
f dλyj

≈
N∑

i=1

f(xi)Λij,
(j = 1, . . . ,M). Äðóãèìè ñëîâàìè, äèàãðàììà

L1(X )
T−−−→ F(Y)

πX

y πY

y
RN Λ−−−→ RM .

êîììóòàòèâíà ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíîå áåñêîíå÷íî ìàëîå ε. Äëÿ ëþáîãî ñòàí-
äàðòíîãî y ∈ Y σ-êîíå÷íàÿ ìåðà λy ñòàíäàðòíà, è èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò ñóùåñò-
âîâàíèå êîíå÷íîãî íàáîðà Xy ýëåìåíòîâ X è ïîëîæèòåëüíîãî ∆y ∈ R òàêèõ, ÷òî∣∣∣
∫

f dλy −∆y

∑
Xy

f
∣∣∣ 6 ε äëÿ ëþáîé ñòàíäàðòíîé ôóíêöèè f ∈ L1(X ).

Ïðîäîëæèì ôóíêöèè X : ◦Y → ⋃
n∈N

X n è ∆ : ◦Y → R äî âíóòðåííèõ ôóíêöèé X :

Y → ⋃
n∈N

X n è ∆ : Y → R è îáîçíà÷èì âíóòðåííþþ ôîðìóëó
∣∣∣
∫

f dλy −∆y

∑
Xy

f
∣∣∣ 6 ε

÷åðåç Φ(y, f). Îáîçíà÷èì òåïåðü âíóòðåííåå ìíîæåñòâî {f ∈ L1(X ) |Φ(y, f)} ÷åðåç
Fy. Òîãäà ◦L1(X ) ⊂ Fy äëÿ êàæäîãî ñòàíäàðòíîãî y ∈ Y . Ïî ëåììå 5 íàéäåòñÿ
âíóòðåííåå F òàêîå, ÷òî ◦L1(X ) ⊂ F ⊂ ⋂

y∈◦Y
Fy, â ÷àñòíîñòè ∀sty ∈ Y ∀f ∈ F Φ(y, f).

Ïîëîæèì Y◦ = {y ∈ Y|∀f ∈ F Φ(y, f)}. Ýòî âíóòðåííåå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì ◦Y ⊂
Y◦. Èçâåñòíî, ÷òî íàéäåòñÿ âíóòðåííåå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Ỹ òàêîå, ÷òî ◦Y ⊂ Ỹ ⊂
Y . Ïîëîæèì Y1 = Y◦ ∩ Ỹ . Òîãäà Y1 � êîíå÷íîå âíóòðåííåå ìíîæåñòâî è ∀y ∈ Y1

∀f ∈ F Φ(y, f), íî òàê êàê ◦L1(X ) ⊂ F , òî ∀y ∈ Y1 ∀stf ∈ L1(X ) Φ(y, f).
Âîçüìåì â êà÷åñòâå Y ëþáîé íàáîð (y1, . . . , yM), ñîñòàâëåííûé èç âñåõ ýëåìåíòîâ

Y1, à â êà÷åñòâå X � êîíêàòåíàöèþ íàáîðîâ Xy1 ⊕ Xy2 ⊕ . . . ⊕ XyM
, ò. å. íàáîð,

îáðàçîâàííûé ñòîÿùèìè ïîäðÿä ýëåìåíòàìè íàáîðîâ Xy1 , Xy2 , . . . , XyM
. Ïóñòü X =
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(x1, . . . , xN). Ïîëîæèì

Λnm =





∆ym , êîãäà
m−1∑
j=1

Nj < n 6
m∑

j=1

Nj;

0 èíà÷å,
ãäå Nj � äëèíà íàáîðà Xyj

. Òîãäà äëÿ ëþáîé ñòàíäàðòíîé ôóíêöèè f ∈ L1(X )

∣∣∣∣
∫

f dλyj
−

N∑
i=1

f(xi)Λij

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

f dλyj
−

∑
Xyj

f ·∆yj

∣∣∣∣ 6 ε (j = 1, . . . ,M),

ò. å.
∫
X

f dλyj
≈

N∑
i=1

f(xi)Λij.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ïñåâäîèíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà � èíòåãðàëüíûé îïåð-
àòîð. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6 íà σ-àëãåáðå A çàäàíà σ-êîíå÷íàÿ ìåðà µ è
äëÿ êàæäîãî y ∈ Y ìåðà λy àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî µ ñ ïëîòíîñòüþ
K : X × Y → R, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî y ∈ Y ôóíêöèÿ Ky = K( · , y) ïðèíàäëåæèò
L∞(X ,A, µ). Òîãäà ïñåâäîèíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ïðåâðàùàåòñÿ â èíòåãðàëüíûé:

T : L1(X ) → F(Y), (Tf)(y) =

∫

X

f dλy =

∫

X

f ·Ky dµ.

Çàôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíîå áåñêîíå÷íî ìàëîå ε. Òåîðåìà 2 îáåñïå÷èâàåò ñóùåñò-
âîâàíèå êîíå÷íîãî íàáîðà X = (x1, . . . , xN) ýëåìåíòîâ X è ïîëîæèòåëüíîãî ∆ ∈ R
òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòàíäàðòíîé ôóíêöèè f ∈ L1(X ,A, µ)

∣∣∣∣
∫

X

f dµ−∆
∑
X

f

∣∣∣∣ 6 ε.

Òåîðåìà 1.7. (äèñêðåòèçàöèÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà). Ñóùåñòâóþò êîíå÷íûé
íàáîð Y = (y1, . . . , yM) ýëåìåíòîâ Y, ïðè÷åì ◦Y ⊂ Y , è ìàòðèöà Λ òàêèå, ÷òî
Λij = ∆ ·K(xi, yj) è πY (Tf) ≈ ΛπX(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. ïîâòîðÿåò â îñíîâíîì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6. Ïóñòü y ∈ ◦Y .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ(y, f) âíóòðåííþþ ôîðìóëó

∣∣∫ f dλy−∆
∑
X

f ·Ky

∣∣ 6 ε. Èç ñòàíäàðò-
íîñòè Ky ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòàíäàðòíîé f ∈ L1(X )

∣∣∣∣
∫

X

f dλy −∆
∑
X

f ·Ky

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

X

f ·Ky dµ−∆
∑
X

f ·Ky

∣∣∣∣ 6 ε.

Ïóñòü Fy = {f ∈ L1(X ) |Ψ(y, f)}, òîãäà ïî ëåììå 5 íàéäåòñÿ âíóòðåííåå F òàêîå,
÷òî ∀sty ∈ Y ∀f ∈ F Ψ(y, f) è ◦L1(X ) ⊂ F . Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
âíóòðåííåå Y1 ⊂ Y òàêîå, ÷òî ◦Y ⊂ Y1 è ∀y ∈ Y1 ∀f ∈ F Ψ(y, f), íî òàê êàê
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◦L1(X ) ⊂ F , òî ∀y ∈ Y1 ∀stf ∈ L1(X ) Ψ(y, f). Åñëè â êà÷åñòâå Y âçÿòü íàáîð,
ñîñòàâëåííûé èç âñåõ ýëåìåíòîâ Y1, òî

∫

X

f dλyj
≈ ∆

∑
X

f ·Kyj
=

N∑
i=1

f(xi)Λij (j = 1, . . . ,M).

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé, óòî÷íÿþùèõ òåîðåìû 6 è 7.

Çàìå÷àíèå 1.8. Èç äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 6 è 7 ñëåäóåò áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò,
íåæåëè ñôîðìóëèðîâàííûé â óñëîâèÿõ: äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî áåñêîíå÷íî ìà-
ëîãî ε ñóùåñòâóþò X, Y , Λ, îïèñàííûå â óñëîâèÿõ òåîðåì 6, 7, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé
ñòàíäàðòíîé ôóíêöèè f ∈ L1(X )

∣∣∣∣
∫

X

f dλyj
−

N∑
i=1

f(xi)Λij

∣∣∣∣ 6 ε (j = 1, . . . , M).

Çàìå÷àíèå 1.9. Èç äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 6, 7 ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ïîñòðîåííûé òàì
âíóòðåííèé êîíå÷íûé íàáîð Y ñîäåðæèò ñòàíäàðòíîå ÿäðî Y , à çíà÷èò, íàñëåäóåò
ìíîãèå åãî ñâîéñòâà. Íàïðèìåð, sup

y∈Y
F (y) = ◦ sup

j=1,... ,M
F (yj) = ◦ max πY (F ) äëÿ ñòàíäàðò-

íîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè F : Y → R.

Çàìå÷àíèå 1.10. Ïðîåêòîð πX â òåîðåìå 7 ñîõðàíÿåò L1-íîðìó äëÿ ñòàíäàðòíîé
èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f : X → R:

∫

X

f dµ = ◦
(

∆
∑
X

f

)
= ◦

(
∆ ·

N∑
i=1

(πX(f))i

)
.

Çàìå÷àíèå 1.11. Ïîòðåáîâàâ â òåîðåìå 7 àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü âñåõ λy îòíî-
ñèòåëüíî µ, ìû ïîëó÷èëè áîëåå [[ÿâíîå]] ïîñòðîåíèå X è Λ, ÷åì â òåîðåìå 6, à èìåííî:
X àïïðîêñèìèðóåò ìåðó µ, à Λ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé çíà÷åíèé ∆ ·K íà êîíå÷íîé ñåòêå
X × Y .

Åñëè ââåñòè â RM max-íîðìó ‖ v ‖= max
j=1,... ,M

|vj|, òî ïîëó÷åííûé â õîäå äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû 7 ðåçóëüòàò ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîé
ïàðû (X, ∆), àïïðîêñèìèðóþùåé ìåðó µ ñ òî÷íîñòüþ äî ε, íàéäåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð
Y = (y1, . . . , yM) òàêîé, ÷òî ◦Y ⊂ Y è ‖ πY (Tf)− ΛπX(f) ‖6 ε.

Òåîðåìà 1.12. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà Y = (y1, . . . , yM) ýëåìåíòîâ Y íàé-
äåòñÿ ïàðà (X, ∆), àïïðîêñèìèðóþùàÿ ìåðó µ, òàêàÿ, ÷òî ‖ πY (Tf)−ΛπX(f) ‖6 ε

äëÿ ëþáîé f ∈ ◦L1(X ) (ìàòðèöà Λ îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è â òåîðåìå 7).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ôóíêöèÿ Ky ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó {Ky1 , . . . ,

KyM
} è, ñëåäîâàòåëüíî, Y -ñòàíäàðòíà. Ïðîñòðàíñòâî (X ,A, µ) ñòàíäàðòíî, à çíà÷èò,

è Y -ñòàíäàðòíî. Ñëåäñòâèå 4 îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî íàáîðà X è
ïîëîæèòåëüíîãî ∆ òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîé Y -ñòàíäàðòíîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè g

∣∣∣∣
∫

X

g dµ−∆
∑
X

g

∣∣∣∣ 6 ε.

Åñëè f ∈ ◦L1(X ), òî f · Ky ÿâëÿåòñÿ Y -ñòàíäàðòíîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé,
ïîýòîìó ∣∣∣∣

∫

X

f dλy −∆
∑
X

f ·Ky

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

X

f ·Ky dµ−∆
∑
X

f ·Ky

∣∣∣∣ 6 ε,

îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

2. Ñëó÷àéíàÿ ìåðà Ëåáà

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü (X ,A, ) � ïðîñòðàíñòâî X ñ àëãåáðîéA åãî ïîäìíîæåñòâ,
(Y ,B, ν) � ïðîñòðàíñòâî Y ñ àëãåáðîé B è êîíå÷íî-àääè- òèâíîé ìåðîé ν. Ñëó÷àéíîé
(êîíå÷íî-àääèòèâíîé) ìåðîé íà A × Y íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ λ : A × Y → R òàêàÿ,
÷òî

1) äëÿ ëþáîãî A ∈ A ôóíêöèÿ λA = λ(A, ·) : Y → R B-èçìåðèìà;
2) ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ Y ïîëíîé ìåðû ν òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Y

ôóíêöèÿ λy = λ(·, y) ÿâëÿåòñÿ (êîíå÷íî-àääèòèâíîé) ìåðîé íà A.

×òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî Y ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ àëãåáðîé B, áóäåì ïèñàòü λ : A ×
YB → R.

Ïóñòü äàëåå (X ,A), (Y ,B, ν) è ñëó÷àéíàÿ êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ìåðà λ âíóòðåííèå.
Ïîñòðîèì ìåðó Ëåáà νL : L(B, ν) → ◦R äëÿ ìåðû ν. Áóäåì â äàëüíåéøåì ïèñàòü
L(B) âìåñòî L(B, ν).

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà y ∈ Y äëÿ ìåðû λy ïîñòðîèì ìåðó Ëåáà (λy)L : L(A, λy) →
◦R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(A) íàèìåíüøóþ âíåøíþþ σ-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ àëãåáðó
A. Ïî ïîñòðîåíèþ ìåðû Ëåáà σ(A) ⊂ L(A, λy) äëÿ êàæäîãî y ∈ Y .

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ λL : σ(A)×Y → ◦R ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî y ∈ Y
è A ∈ σ(A) ïîëîæèì λL(A, y) = (λy)L(A), íà Y \ Y äîîïðåäåëèì λL ïðîèçâîëüíî.

Òåîðåìà 2.2 (ñëó÷àéíàÿ ìåðà Ëåáà). Ïîñòðîåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ λL ÿâëÿåòñÿ âíåø-
íåé ñëó÷àéíîé ìåðîé λL : σ(A)× YL(B) → ◦R.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî λL
y = (λy)L è νL(Y\Y), îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî λL
y ÿâëÿåòñÿ ìåðîé äëÿ νL-ïî÷òè âñåõ y ∈ Y . Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî

òàêèõ A ∈ σ(A), äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ λL
A L(B)-èçìåðèìà.

Ïóñòü A ∈ A, òîãäà λL
A(y) = λL

y (A) = ◦λy(A) = ◦λA(y) äëÿ ëþáîãî y ∈ Y .
Ñëåäîâàòåëüíî, λA åñòü ïîäíÿòèå λL

A, íî òàê êàê ôóíêöèÿ λA B-èçìåðèìà, ïî òåî-
ðåìå î ïîäíÿòèè (ñì. [10]) ôóíêöèÿ λL

A L(B)-èçìåðèìà, ò. å. A ⊂ M. (Òåîðåìà î
ïîäíÿòèè ñôîðìóëèðîâàíà â [10] òîëüêî äëÿ êîíå÷íîé ìåðû, íî ïðèâåäåííîå òàì åå
äîêàçàòåëüñòâî â íóæíóþ íàì ñòîðîíó ïðîõîäèò è äëÿ áåñêîíå÷íîé ìåðû).

Ïóñòü òåïåðü (An)n∈◦N � ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ èç M, A =

lim
n→∞

An. Òîãäà A ∈ σ(A), íî â ñèëó òîãî, ÷òî λL
y (A) = lim

n→∞
λL

y (An) äëÿ ëþáîãî y ∈
Y , ôóíêöèÿ λL

A L(B)-èçìåðèìà êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè L(B)-èçìåðèìûõ
ôóíêöèé (λL

An
)n∈◦N. Òåì ñàìûì M � ìîíîòîííûé êëàññ. Òàê êàê ëþáîé ìîíîòîííûé

êëàññ, ñîäåðæàùèé àëãåáðó, ñîäåðæèò è ïîðîæäåííóþ åé σ-àëãåáðó (cì. [11]), òî
σ(A) ⊂ M. Íî ïî ïîñòðîåíèþ M ⊂ σ(A), îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Ìû ñîçíàòåëüíî ðàññìàòðèâàåì λL òîëüêî íà σ(A). Ïðåäïîëîæèì, àëãåáðû L(A, λy)

ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ y ∈ Y , îáîçíà÷èì òàêóþ àëãåáðó ÷åðåç L(A). Äàæå â ýòîì ñëó÷àå
ôóíêöèÿ λL : L(A)× YL(B) → ◦R ìîæåò íå áûòü ñëó÷àéíîé ìåðîé.

Ïðèìåð 2.3. Çàôèêñèðóåì áåñêîíå÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî η, è ïóñòü ∆t =

η−1, Y = {0, ∆t, 2∆t, . . . , η · ∆t = 1}, B = P Int(Y) � àëãåáðà âñåõ âíóòðåííèõ
ïîäìíîæåñòâ Y . Ïóñòü ν � ñ÷èòàþùàÿ ìåðà íà Y , ò. å. ν(A) = |A|/|Y| äëÿ ëþáîãî
âíóòðåííåãî A ⊂ Y , ãäå |A| � ÷èñëî ýëåìåíòîâ A. Êàê ïîêàçàíî â [10], àëãåáðà
èçìåðèìûõ ïî Ëåáó ìíîæåñòâ L(B, ν) â ýòîì ñëó÷àå íå ñîâïàäàåò ñ P(Y). Çàôèêñè-
ðóåì νL-íåèçìåðèìîå ìíîæåñòâî N .

Ïîëîæèì X = Y , A = B = P Int(Y), è ïóñòü äëÿ y ∈ Y , A ∈ A

λ(A, y) = χA(y) =

{
1, åñëè y ∈ A,

0 èíà÷å.

Ôóíêöèÿ λ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ìåðîé λ : A× YB → R.
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî y ∈ Y àëãåáðà L(A, λy) ñîâïàäàåò ñ P(Y), îòêóäà

N ∈ L(A) = P(Y). Íî ôóíêöèÿ λL
N = χN L(B)-íåèçìåðèìà, ò. å. λL : L(A)× Y →

◦R íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ìåðîé.
Ïóñòü M(Y ,B, ν) � ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ïî÷òè âñþäó ðàâíûõ èçìåðèìûõ ôóíê-

öèé, äåéñòâóþùèõ èç Y â R, à M(Y , L(B), νL) � ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ νL-ïî÷òè
âñþäó ðàâíûõ νL-ïî÷òè âñþäó êîíå÷íûõ L(B)-èçìåðèìûõ ôóíêöèé, äåéñòâóþùèõ
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èç Y â ◦R. Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî ìåðà ν êîíå÷íà. Êàê îáû÷íî, ìû èíîãäà áóäåì
îòîæäåñòâëÿòü êëàññû è ôóíêöèè.

Ïóñòü N≈ � ïîðÿäêîâûé èäåàë â M(Y ,B, ν), ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé, ïðèìåðíî
ðàâíûõ íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâà νL-ìåðû 0:

N≈ = {F̃ ∈ M(Y ,B, ν) | (∀F ∈ F̃ )(∃N)((νL(N) = 0) & ((∀y /∈ N)(F (y) ≈ 0)))}.

Îáîçíà÷èì F̃ /N≈ ýëåìåíò ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà M(Y ,B, ν)/N≈, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé F̃ ∈ M(Y ,B, ν). Èç òåîðåìû î ïîäíÿòèè âûòåêàåò

Ëåììà 2.4. Äëÿ F̃ /N≈ ∈ M(Y ,B, ν)/N≈ ïîëîæèì ϕ(F̃ /N≈) = ◦F̃ . Òîãäà ϕ ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíûì èçîìîðôèçìîì M(Y ,B, ν)/N≈ íà M(Y , L(B), νL).

Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî M(Y ,B, ν), ðàññìàòðèâàåìîå êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä ◦R, ïî ïîäïðîñòðàíñòâó N≈, ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì íåñòàíäàðòíîé îáîëî÷êè íîð-
ìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì., íàïðèìåð, [12]), ãäå â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà
âçÿòà ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷íî ìàëîé íîðìû. Åñëè áû ìû âçÿëè âìåñòî
M(Y ,B, ν)/N≈ îáîëî÷êó finM(Y ,B, ν) ïî ïîëóíîðìå ‖ F ‖= essν sup |F |, òî îòîá-
ðàæåíèå ϕ áûëî áû ëèøü ýïèìîðôèçìîì. Åñëè âçÿòü, ê ïðèìåðó, ìåðó Ëåáåãà íà
îòðåçêå [0,1], òî ôóíêöèÿì F1 ≡ 0 è F2 = χ[0,ε], ãäå ε � ïîëîæèòåëüíîå áåñêîíå÷íî
ìàëîå, â îáîëî÷êå áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûå êëàññû, îäíàêî ϕ ïåðåâîäèò îáå
ýòè ôóíêöèè â íóëü.

Ïóñòü V � âíóòðåííåå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, N ⊂ V ≈ � åãî âíåøíèå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà. Áóäåì íàçûâàòü íåñòàíäàðòíîé îáîëî÷êîé V è îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì V̂

ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî V ≈/N . Äëÿ v ∈ V ≈ ÷åðåç v̂ áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé êëàññ â V̂ .

Ïóñòü A � âíóòðåííÿÿ àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ X , F : A → V � âíóòðåííÿÿ
êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ âåêòîðíàÿ ìåðà, ïðè÷åì imF ⊂ V ≈. Îïðåäåëèì ◦F : A → V̂

ïî ïðàâèëó ◦F (A) = F̂ (A). Åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü âåêòîðíóþ ìåðó Ëåáà L(F ) :

L(A, F ) → V̂ êàê ïîïîëíåíèå ïðîäîëæåíèÿ ìåðû ◦F íà σ(A), åñëè òàêîå ïðîäîëæåíèå
ñóùåñòâóåò. Îäíàêî âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîäîëæåíèÿ äîñòàòî÷íî ñëîæåí.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìîòðåííîì âûøå ñëó÷àå M(Y ,B, ν)/N≈ ÿâëÿåòñÿ íåñòàíäàðò-
íîé îáîëî÷êîé M(Y ,B, ν) ïî èäåàëó N≈, ïðè÷åì â êà÷åñòâå (M(Y ,B, ν))≈ âçÿòî ñàìî
ïðîñòðàíñòâî M(Y ,B, ν).

Â ñâÿçè ñ îïèñàííûìè âûøå ñëó÷àéíûìè ìåðàìè λ : A × YB → R è λL : σ(A) ×
YL(B) → ◦R ðàññìîòðèì âåêòîðíûå ìåðû λ̃ : A → M(Y ,B, ν) è λ̃L : σ(A) →
M(Y , L(B), νL), îïðåäåëåííûå ïî ïðàâèëó λ̃(A) = λA, λ̃L(A) = λL

A.
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Òåîðåìà 2.5. Äëÿ âåêòîðíîé ìåðû λ̃ ñóùåñòâóåò ìåðà Ëåáà L(λ̃), ïðè÷åì íà σ(A)

îíà ñîâïàäàåò ñ λ̃L ñ òî÷íîñòüþ äî ôèãóðèðóþùåãî â ëåììå 4 èçîìîðôèçìà ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ A, òîãäà ϕ(◦λ̃(A)) = ϕ(
̂̃
λ(A)) = ◦(λ̃(A)) = ◦λA = λL

A =

λ̃L(A), ò. å. íà A ìåðû (ϕ◦◦λ̃) è λ̃L ñîâïàäàþò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λ̃L è äàåò èñêîìîå
ïðîäîëæåíèå ◦λ̃ íà σ(A) ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ϕ.

3. Ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû â ïðîèçâåäåíèÿõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü X = (X ,A, µ) � ñòàíäàðòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Ýëå-
ìåíò x ∈ X íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì (τ -ñëó÷àéíûì) ýëåìåíòîì X, åñëè x /∈ N äëÿ
ëþáîãî ñòàíäàðòíîãî (τ -ñòàíäàðòíîãî) ìíîæåñòâà N íóëåâîé ìåðû.

Ïîíÿòèå ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà áûëî ââåäåíî Âàòòåíáåðãîì â ðàáîòå [6], îòíîñèòåëíî
ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà � â ðàáîòå Ãîðäîíà [7].

Äàëåå âåçäå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî X = (X ,A, µ) è Y = (Y ,B, ν) � äâà ñòàíäàðòíûõ
ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé, X⊗Y = (X ×Y ,A⊗B, µ⊗ν) � èõ ïðîèçâåäåíèå (ãäå A⊗B �
íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ âñå [[ïðÿìîóãîëüíèêè]] ñî [[ñòîðîíàìè]] èç A è
B). Áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Ex ñå÷åíèå ìíîæåñòâà E ⊂ X × Y òî÷êîé x ∈ X :

Ex = {y ∈ Y | (x, y) ∈ E}. Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ: NX = {A ∈ A |µ(A) = 0},
NY = {B ∈ B | ν(B) = 0}, NX⊗Y = {F ∈ A ⊗ B | (µ ⊗ ν)(F ) = 0}, Ñ = {E ⊂
X × Y | ∀x ∈ X Ex ∈ NY }.

Å. È. Ãîðäîí äîêàçàë ñëåäóþùèé ôàêò:

Òåîðåìà 3.2. Åñëè x0 � ñëó÷àéíûé ýëåìåíòâ X, à y0 ÿâëÿåòñÿ x0-ñëó÷àéíûì
ýëåìåíòîì â Y , òî ïàðà (x0, y0) ñëó÷àéíà â X ⊗ Y .

Â ñâÿçè ñ ýòèì ðåçóëüòàòîì Ãîðäîíîì áûëà ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà:
âåðíî ëè óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå òåîðåìå 2?

Îïðåäåëåíèå 3.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé (X, Y ) óäîâëåò-
âîðÿåò îáðàòíîìó óñëîâèþ Ãîðäîíà, åñëè äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé â X ⊗ Y ïàðû (x, y)

âåðíî, ÷òî òî÷êà y x-ñëó÷àéíà.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà (X, Y ) ãðàôè÷åñêè èçìåðèìà, åñëè
(∀E ∈ Ñ )(∃F ∈ NX⊗Y )(E ⊂ F ).

Ëåììà 3.5. Òî÷êà y0 x0-ñëó÷àéíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (∀stE ∈ Ñ )(y0 /∈
Ex0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, y0 x0-íåñëó÷àéíà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàéäåòñÿ ìíî-
æåñòâî B è ñòàíäàðòíàÿ ôóíêöèÿ f òàêèå, ÷òî x0 ∈ dom f , ìíîæåñòâî f(z) êîíå÷íî
äëÿ âñÿêîãî z ∈ dom f è y0 ∈ B ∈ f(x0) ∩NY .

Ïîñòðîèì íîâóþ ñòàíäàðòíóþ ôóíêöèþ g : X → NY

g(x) =





∅, åñëè x /∈ dom f,⋃
(f(x) ∩NY ) � îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ íóëåâîé ìåðû ν,

ïîïàâøèõ â f(x).

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî f(x) � êîíå÷íî, òî g(x) ∈ NY äëÿ âñåõ x ∈ X . Î÷åâèäíî,
y0 ∈ g(x0), ïîýòîìó y0 ∈ Ex0 , ãäå E = {(x, y) | y ∈ g(x)} ∈ Ñ .

Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, íàéäåòñÿ òàêîå ñòàíäàðòíîå E ∈ Ñ , ÷òî y0 ∈ Ex0 . Ôóíê-
öèÿ f(x) = {Ex} ñòàíäàðòíà, ïîýòîìó ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû Ex0 x0-ñòàíäàðòíî,
à çíà÷èò, òî÷êà y0 íå ÿâëÿåòñÿ x0-ñëó÷àéíîé.

Òåîðåìà 3.6. Ïàðà (X,Y ) óäîâëåòâîðÿåò îáðàòíîìó óñëîâèþ Ãîðäîíà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ãðàôè÷åñêè èçìåðèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïàðà (X, Y ) óäîâëåòâîðÿåò îáðàòíîìó óñëîâèþ Ãîðäîíà. Ñ
ó÷åòîì ëåììû 5 ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

(∀z ∈ X × Y)[((∀stF ∈ NX⊗Y )(z /∈ F )) → ((∀stE ∈ Ñ )(z /∈ E))].

Ïðèìåíèâ ê ýòîé ôîðìóëå àëãîðèòì Íåëüñîíà, ïîëó÷èì:

(∀Ẽ : NX⊗Y → Ñ )(∃finF ⊂ NX⊗Y )(∀x ∈ X × Y)(∃F ∈ F)[(z ∈ Ẽ(F )) → (z ∈ F )].

Åñëè â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ẽ âçÿòü ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ Ẽ = E ∈ Ñ , òî

(∀E ∈ Ñ )(∃finF ⊂ NX⊗Y )(E ⊂
⋃
F),

íî, ïîñêîëüêó èç êîíå÷íîñòè F ñëåäóåò
⋃F ⊂ NX⊗Y , òî

(∀E ∈ Ñ )(∃F ⊂ NX⊗Y )(E ⊂ F ),

òî åñòü ïàðà (X,Y ) ãðàôè÷åñêè èçìåðèìà.
Îáðàòíî, ïóñòü ïàðà (X,Y ) ãðàôè÷åñêè èçìåðèìà, è (x, y) � ñëó÷àéíûé ýëåìåíò

X⊗Y . Ïðåäïîëîæèì, òî÷êà y íå x-ñëó÷àéíà. Òîãäà ïî ëåììå 5 (∃stE ∈ Ñ )(y ∈ Ex).
Èç ãðàôè÷åñêîé èçìåðèìîñòè ïàðû (X, Y ) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ñòàíäàðò-
íîãî F ∈ NX⊗Y ÷òî E ⊂ F . Èòàê, (x, y) ∈ E ⊂ F ∈ ◦NX⊗Y ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ñëó÷àéíîñòè ïàðû (x, y).

Ïðèìåð 3.7. Ïóñòü Lb è Bo - ñîîòâåòñòâåííî ëåáåãîâñêàÿ è áîðåëåâñêàÿ àëãåáðû
ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà [0,1], m - ìåðà Ëåáåãà, I = ([0, 1],Lb,m) è B = ([0, 1],Bo,m).
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Èç ïðèâåäåííîãî â [13] ïðèìåðà (ïîñòðîåííîãî Â. Ñåðïèíñêèì) ìíîæåñòâà íà ïëîñ-
êîñòè, èìåþùåãî ñ êàæäîé ïðÿìîé íå áîëåå äâóõ îáùèõ òî÷åê è íåèçìåðèìîãî ïî
Ëåáåãó, ñëåäóåò, ÷òî ïàðû (I, I) è (B,B) ãðàôè÷åñêè íåèçìåðèìû.

Ïðåäëîæåíèå 3.8. Ïóñòü X = (X ,A, µ), Y = (Y ,B, ν) � äâà ïðîñòðàíñòâà ñ
ìåðîé, X = (X ,A, ν) è Y = (Y ,B, ν) � èõ ïîïîëíåíèÿ. Òîãäà èç ãðàôè÷åñêîé
èçìåðèìîñòü ïàðû (X,Y ) ñëåäóåò ãðàôè÷åñêàÿ èçìåðèìîñòü ïàð (X,Y ), (X, Y )

è (X, Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. ýòîãî ôàêòà íå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòè ñ ó÷åòîì òåîðåìû 2 è ìû
îñòàâëÿåì åãî ÷èòàòåëþ.

Îïðåäåëåíèå 3.9. Ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé (X ,A, µ) íàçûâàåòñÿ áåçàòîìíûì, åñëè
â ëþáîì èçìåðèìîì ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû íàéäåòñÿ èçìåðèìîå ïîäìíî-
æåñòâî ìåíüøåé, íî íåíóëåâîé ìåðû:

(∀A ∈ A)[(µ(A) > 0) → (∃B ∈ A)((B ⊂ A) & (µ(A) > µ(B) > 0))].

Ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé áóäåì íàçûâàòü ïîòî÷å÷íî áåçàòîìíûì, åñëè âñå îäíîòî÷å÷-
íûå ìíîæåñòâà â íåì èçìåðèìû è èìåþò íóëåâóþ ìåðó.

Ëþáîé ýëåìåíò, îáðàçóþùèé îäíîòî÷å÷íûé àòîì, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì.
Ïîýòîìó íàèáîëåå èíòåðåñíû ñ òî÷êè çðåíèÿ èçó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ èìåííî
ïîòî÷å÷íî áåçàòîìíûå ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3.10. Ïîëüñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé
(X ,A, µ) ãäå X � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, èA� åãî áîðåëåâ-
ñêàÿ σ-àëãåáðà.

Òåîðåìà 3.11 (Å. Øïèëüðàéí-Ìàðöåâñêèé,[14]). Ëþáîå ïîòî÷å÷íî-áåçàòîìíîå âå-
ðîÿòíîñòíîå ïîëüñêîå ïðîñòðàíñòâî (X ,A, µ) èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó B =

([0, 1],Bo,m), òî åñòü ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñ òî÷íîñòüþ äî ìíî-
æåñòâ íóëåâîé ìåðû îòîáðàæåíèå T : X → [0, 1] òàêîå, ÷òî T è T−1 ñîõðàíÿþò
ìåðó.

Òåîðåìà 3.12. Åñëè X1 è X2 � ïîòî÷å÷íî áåçàòîìíûå ïîëüñêèå ïðîñòðàíñòâà,
òî ïàðà (X1, X2) ãðàôè÷åñêè íåèçìåðèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òðåáóåìîå äëÿ ñòàíäàðòíûõ X1 è X2. Èòàê,
ïóñòü X1 = (X1,A1, µ1) è X2 = (X2,A2, µ2) � ñòàíäàðòíûå ïîòî÷å÷íî áåçàòîìíûå
ïîëüñêèå ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà äëÿ i = 1, 2 íàéäóòñÿ ñòàíäàðòíûå X̃i ∈ Ai òàêèå,
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÷òî 0 < µ(X̃i) < ∞. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé X̃1 = (ClX̃1, Ã1, µ̃1) è
X̃2 = (ClX̃2, Ã2, µ̃2), ãäå ClX̃i � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà X̃i, Ãi = {A ∈ A |A ⊂ X̃i}
è µ̃i(A) = µi(A∩fXi)

µi(fXi)
, (i = 1, 2). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî X̃1 è X̃2 � ïîòî÷å÷íî áåçàòîìíûå

âåðîÿòíîñòíûå ïîëüñêèå ïðîñòðàíñòâà. Èç òåîðåìû 11 è ïðèìåðà 7 âûòåêàåò, ÷òî
ïàðà (X̃1, X̃2) � ãðàôè÷åñêè íåèçìåðèìà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ñëó÷àéíûé
ýëåìåíò (x1, x2) â ïðîèçâåäåíèè X̃1 ⊗ X̃2, íî ïðè ýòîì òî÷êà x2 íå x1-ñëó÷àéíà.
Ñëó÷àéíîñòü ïàðû (x1, x2) âëå÷åò ñëó÷àéíîñòü ñàìèõ òî÷åê x1 è x2 â ïðîñòðàíñòâàõ
X̃1 è X̃2, îòêóäà xi ∈ X̃i (i = 1, 2). Ïðåäïîëîæèì, (x1, x2) ∈ F ∈ ◦NX1⊗X2 . Íî òîãäà
(x1, x2) ∈ F ∩ (X1 × X2) ∈ ◦NfX1⊗fX2

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñëó÷àéíîñòè ïàðû (x1, x2) â
X̃1⊗X̃2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïàðà (x1, x2) ñëó÷àéíà â X1⊗X2. Íî, êàê ëåãêî çàìåòèòü,
èç x1-íåñëó÷àéíîñòè òî÷êè x2 â X̃2 ñëåäóåò, ÷òî îíà x1-íåñëó÷àéíà è â X2, îòêóäà è
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

4. Âåùåñòâåííûå ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé

Îïðåäåëåíèå 4.1. Âåùåñòâåííûì ðàçáèåíèåì âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà
(X ,A, µ) áóäåì íàçûâàòü òàêîå åãî ðàçáèåíèå (Dt)t∈[0,1] ÷òî µ(A−

t ) = µ(A+
t ) = t äëÿ

âñåõ t ∈ [0, 1], ãäå A−
t =

⋃
s<t

Ds, A+
t =

⋃
s6t

Ds. Âåùåñòâåííîå ðàçáèåíèå áóäåì íàçûâàòü

íåâûðîæäåííûì, åñëè äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1] ìíîæåñòâî Dt íåïóñòî.

Òåîðåìà 4.2. Â ëþáîì ïîëíîì áåçàòîìíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå íàé-
äåòñÿ âåùåñòâåííîå ðàçáèåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = (X ,A, µ) � ïîëíîå áåçàòîìíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñò-
ðàíñòâî. Ïóñòü G � ìíîæåñòâî öåïåé â A âèäà (Et)t∈T⊂[0,1], òàêèõ, ÷òî µ(Et) = t

è Es ⊂ Et ïðè s < t. Ââåäåì â G åñòåñòâåííîå óïîðÿäî÷åíèå, ïîëîæèâ (E1
t )t∈T1 ≺

(E2
t )t∈T2 êîãäà T1 ⊂ T2 è ∀t ∈ T1 E1

t = E2
t . Òîãäà ïî ëåììå Öîðíà â G íàéäåòñÿ

ìàêñèìàëüíàÿ öåïü (Et)t∈T0⊂[0,1].
Ïîêàæåì, ÷òî T0 = [0, 1]. Ïóñòü t0 ∈ [0, 1] \ T0, è ïóñòü a = sup{t ∈ T0 | t < t0},

b = inf{t ∈ T0 | t > t0}. Ïîêàæåì, ÷òî a, b ∈ T0. Ïóñòü (tn)n∈N ⊂ T0 � âîçðàñòàþùÿÿ
ñõîäÿùÿÿñÿ ê a ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A =

⋃
n∈N

Etn . Î÷åâèäíî,
A ∈ A è µ(A) = a. Åñëè t ∈ T0 è t < a, òî íàéäåòñÿ òàêîå n, ÷òî t < tn, îòêóäà Et ⊂ A.
Åñëè æå t ∈ T0 è t > a òî âñå Etn ⊂ Et, à çíà÷èò, A ⊂ Et. Â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè
(Et)t∈T0 , a ∈ T0. Àíàëîãè÷íî, b ∈ T0. Äîïóñòèì, a < b; òîãäà µ(Eb \ Ea) = b − a > 0.
Òîãäà, áëàãîäàðÿ áåçàòîìíîñòè X, íàéäåòñÿ òàêîå F ⊂ Eb \ Ea, ÷òî 0 < µ(F ) <

b − a. Îòñþäà Ea ⊂ Ea ∪ F ⊂ Eb, µ(Ea ∪ F ) = a + µ(F ) < b, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ìàêñèìàëüíîñòè (Et)t∈T0 . Èòàê, T0 = [0, 1].
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Ïîëîæèì A+
t =

⋂
s>t

Es, A−
t =

⋃
s<t

Es. Èç ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà è òîãî ôàêòà, ÷òî

âíóòðåííèå è âíåøíèå (â ñìûñëå òåîðèè ìåðû) ìåðû A−
t è A+

t ñîâïàäàþò è ðàâíû t,
ñëåäóåò, ÷òî A−

t è A+
t èçìåðèìû è ìåðà èõ ðàâíà t.

Î÷åâèäíî, ïðè t1 < t2 âûïîëíåíî A−
t1 ⊂ Et1 ⊂ A+

t1 ⊂ A−
t2 ⊂ Et2 ⊂ A+

t2 . Ïîëîæèì
Dt = A+

t \A−
t ; òîãäà Dt1 ∩Dt2 = ∅. Ïîêàæåì, ÷òî A−

t =
⋃
s<t

Dt. Äëÿ x0 ∈ A−
t ïîëîæèì

t0 = inf{t | x0 ∈ Et} è ïîêàæåì, ÷òî x0 ∈ Dt0 . Åñëè t0 < s < t, òî x0 ñîäåðæèòñÿ â Es

è, ñëåäîâàòåëüíî, â A+
t0 . Àíàëîãè÷íî, x0 /∈ A−

t0 , òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøëîñü
áû òàêîå s < t0, ÷òî x0 ∈ Es. Ñëåäîâàòåëüíî, x0 ∈ A+

t0 \A−
t0 = Dt0 . Èòàê, A−

t =
⋃
s<t

Ds,

A+
t =

⋃
s6t

Ds. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî A−
0 = ∅,

A+
1 = X .

Îïðåäåëåíèå 4.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé ñîäåðæèò êàíòîðîâî
ìíîæåñòâî, åñëè â íåì íàéäåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ìîùíîñòè êîíòèíóóì íóëåâîé ìåðû.

Ïðè ïîìîùè òåîðåìû 2 ìîæíî çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèòü êëàññ ïðîñòðàíñòâ â òåî-
ðåìå 3.11 çàìåíèâ óñëîâèå èçîìîðôíîñòè áîëåå ñëàáûì:

Òåîðåìà 4.4. Äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî áåçàòîìíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà,
ñîäåðæàùåãî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî, íàéäåòñÿ ýïèìîðôèçì, ò.å. ñîõðàíÿþùåå ìåðó
îòîáðàæåíèå åãî íà åäèíè÷íûé îòðåçîê ñ ìåðîé Ëåáåãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = (X ,A, µ) � ïîëíîå áåçàòîìíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñò-
ðàíñòâî, è ìíîæåñòâî C ∈ NX èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì. Íàøà çàäà÷à � ïîñòðî-
èòü ýïèìîðôèçì ϕ : X → I, ãäå I = ([0, 1],Lb,m).

Ïóñòü C = {ct}t∈[0,1]. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî (X̃ , Ã, µ̃), ãäå X̃ = X \C, Ã = {A\
C |A ∈ A}, µ̃ = µ

∣∣ eA. Ýòî ïîëíîå áåçàòîìíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîýòîìó
ïî òåîðåìå 2 äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ðàçáèåíèå, òî åñòü òàêîå ðàçáèåíèå
(D̃t)t∈[0,1], ÷òî µ̃(Ã−

t ) = µ̃(Ã+
t ) = t, ãäå Ã−

t =
⋃
s<t

D̃s, Ã+
t =

⋃
s6t

D̃s. Ïîëîæèì Dt =

D̃t∪{ct}, A−
t =

⋃
s<t

Ds, A+
t =

⋃
s6t

Ds. Èç ïîëíîòû X è òîãî, ÷òî µ(C) = 0, âûòåêàåò

èçìåðèìîñòü A−
t è A+

t , ïðè÷åì µ(A−
t ) = µ(A+

t ) = t. Òåì ñàìûì (Dt)t∈[0,1] ÿâëÿåòñìÿ
íåâûðîæäåííûì âåùåñòâåííûì ðàçáèåíèåì X.

Îïðåäåëèì ýïèìîðôèçì ϕ : X → [0, 1] ïî ïðàâèëó ϕ
∣∣
Dt

= t . Ïðè ýòîì ϕ(A−
t ) =

[0, t), ϕ(A+
t ) = [0, t]. Ïîñêîëüêó îòðåçêè âèäà [0, t) è [0, t] ñ îïðåäåëåííîé íà íèõ

ìåðîé, ðàâíîé t, ïîðîæäàþò áîðåëåâñêóþ σ-àëãåáðó ñ ìåðîé Ëåáåãà, òî ϕ−1 ñîõðàíÿåò
ìåðó Ëåáåãà áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ [0, 1]. Èç ïîëíîòû X ñëåäóåò, ÷òî ϕ ñîõðàíÿåò
ìåðó è ëåáåãîâñêèõ ïîäìíîæåñòâ.
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Ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå ïðèíàäëåæèò Ñ.À.Ìàëþãèíó:

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü X = (X ,A, µ) � ïîëíîå áåçàòîìíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé.
Åñëè ìîùíîñòü X áîëüøå êîíòèíóóìà òî â X íàéäåòñÿ êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X � âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî, èíà÷å ìîæíî âçÿòü â íåì ïîäìíîæåñòâî êîíå÷íîé ìåðû. Â ýòîì ñëó÷àå
ïî òåîðåìå 2 ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ðàçáèåíèå (Dt)t∈[0,1], ïðè÷åì µ(Dt) = t äëÿ
âñåõ t ∈ [0, 1]. Åñëè áû ìîùíîñòü âñåõ Dt áûëà ìåíüøå êîíòèíóóìà, òî |X | =

| ⋃
t∈[0,1]

Dt| 6 c, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ t0 òàêîå, ÷òî |Dt0| > c.

Â ñèëó ïîëíîòû ìåðû ëþáîå êîíòèíóàëüíîå ïîäìíîæåñòâî Dt0 áóäåò êàíòîðîâûì
ìíîæåñòâîì â X.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ê òåîðåìå 4 ïðèâåäåì ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà 4.6. Â ëþáîì áåçàòîìíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå íàéäåòñÿ íå-
èçìåðèìîå ìíîæåñòâî. (Ýòîò ôàêò íåÿâíî âñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòå Óëàìà [15].)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ñóùåñòâóåò áåçàòîìíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
X = (X ,P(X ), µ). Èç áåçàòîìíîñòè X ñëåäóåò ïîòî÷å÷íàÿ áåçàòîìíîñòü. Ïîñêîëüêó
íà àëãåáðå âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ìîùíîñòè êîíòèíóóì íåëüçÿ îïðåäåëèòü
ïîòî÷å÷íî áåçàòîìíóþ ìåðó (ñì. [15,16]), çàêëþ÷àåì, ÷òî |X | > c. Òîãäà òåîðåìû 4
è 5 îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå ýïèìîðôèçìà ϕ : X → I = ([0, 1],Lb,m), ïðè÷åì
ìíîæåñòâà Dt = ϕ−1(t) îáðàçóþò íåâûðîæäåííîå âåùåñòâåííîå ðàçáèåíèå X ; îáîç-
íà÷èì åãî ñèìâîëîì ξ. Ðàññìîòðèì σ-àëãåáðû L = ϕ−1(Lb) = {ϕ−1(A) |A ∈ Lb}, P =

ϕ−1(P([0, 1])) = {ϕ−1(A) |A ⊂ [0, 1]}. Ïåðåéäåì ê ôàêòîð-àëãåáðàì ïî ðàçáèåíèþ ξ

(ïîíÿòèå ôàêòîðà ïî ðàçáèåíèþ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [17]). Î÷åâèäíî, ïðîñò-
ðàíñòâî (Xξ,Lξ, µξ) èçîìîðôíî I. Çàìåòèì, ÷òî Lξ ⊂ P(Xξ) = (P(X ))ξ. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (Xξ,P(Xξ), µξ) ïîòî÷å÷íî áåçàòîìíî (ò.ê. Lξ ⊂ P(Xξ)) è
èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

5. Áåñêîíå÷íî ìåëêèå ðàçáèåíèÿ èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü (X ,A) � ñòàíäàðòíîå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî, ò.å. X � ñòàíäàðòíîå ìíî-
æåñòâî,A � ñòàíäàðòíàÿ àëãåáðà åãî ïîäìíîæåñòâ. Ïóñòü Q � ñòîóíîâñêèé êîìïàêò
àëãåáðû A, òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ óëüòðàôèëüòðû èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, è ι �
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êàíîíè÷åñêèé áóëåâ èçîìîðôèçì A íà ClopQ � àëãåáðó îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíî-
æåñòâ Q, ò.å. ι(A) = {q ∈ Q |A ∈ q}. Âñå ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå ìåðû ïî óìîë÷àíèþ
ïðåäïîëàãàþòñÿ êîíå÷íî-àääèòèâíûìè.

Ïóñòü P � âíóòðåííåå èçìåðèìîå ðàçáèåíèå X .

Îïðåäåëåíèå 5.1. Áóäåì íàçûâàòü P áåñêîíå÷íî ìåëêèì ðàçáèåíèåì (áìð), åñëè
∀stA ∈ A A =

⋃{p ∈ P | p ⊂ A}.

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [8]), èç ïðèíöèïà èäåàëèçàöèè âûòåêàåò ñóùåñò-
âîâàíèå êîíå÷íûõ áìð â ëþáîì ñòàíäàðòíîì èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (X ,A) è
äàæå â áóëåâîé àëãåáðå. Áîëüøèíñòâî ïðèâåäåííûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ âåðíû äëÿ
ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé àëãåáðû, íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùåéñÿ àëãåáðîé ìíîæåñòâ.
Èòàê, ïóñòü â äàëüíåéøåì P � íåêîòîðîå áìð (X ,A). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ps è Pn

ñîîòâåòñòâåííî ñîâîêóïíîñòè ñòàíäàðòíûõ è íåñòàíäàðòíûõ ýëåìåíòîâ P . Çàìåòèì,
÷òî åñëè âñå îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà èçìåðèìû, òî Ps = {{x} | x ∈ ◦X}.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïóñòü p1, p2 ∈ P . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî p1 ýêâèâàëåíòíî p2 è
îáîçíà÷àòü ýòî p1 ∼ p2, åñëè P \ {p1, p2} ∪ {p1 ∪ p2} � áìð. Ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ p1

áóäåì íàçûâàòü óêðóïíÿåìûì, åñëè íàéäåòñÿ îòëè÷íûé îò íåãî p2 ∈ P òàêîé, ÷òî
p1 ∼ p2. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî p2 óêðóïíÿåò p1.

Òåîðåìà 5.3. Ýëåìåíò áìð íåóêðóïíÿåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñòàí-
äàðòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòàíäàðòíûå ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ íåóêðóïíÿåìû.
Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé íåñòàíäàðòíûé ýëåìåíò áìð óêðóïíÿåì. Ïóñòü p ∈ Pn, îáîçíà-
÷èì q = ∗{A ∈ ◦A | p ⊂ A}. Ïóñòü S � íåêîòîðîå ñòàíäàðòíîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñò-
âî q è ïóñòü S =

⋂S. Î÷åâèäíî, p ⊂ S, íî èç òîãî, ÷òî S ∈ ◦A ñëåäóåò p 6= S. Òåì
ñàìûì íàéäåòñÿ p′ ∈ P òàêîé, ÷òî p′ ⊂ S è p′ 6= p. Èòàê, (∀st finS ⊂ q)(∃p′ ∈ P )(p′ 6=
p & (∀A ∈ S)(p′ ⊂ A)). Îòñþäà ïî ïðèíöèïó èäåàëèçàöèè ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ
ýëåìåíò p′ ∈ P îòëè÷íûé îò p è ñîäåðæàùèéñÿ â ëþáîì ñòàíäàðòíîì ìíîæåñòâå èç
q. Ýòî çíà÷èò, ÷òî p � òðåáóåìûé.

Â [8] ïîêàçàíî, ÷òî âàðèàöèÿ ñòàíäàðòíîé îãðàíè÷åíîé èçìåðèìîé ôóíêöèè íà
ýëåìåíòå áìð áåñêîíå÷íî ìàëà.

Ëåììà 5.4. Ïóñòü p1, p2 ∈ P , òîãäà p1 ∼ p2 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîé
ñòàíäàðòíîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f : X → R çíà÷åíèÿ f íà p1 è p2 ïðèìåðíî
ðàâíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåâà íàïðàâî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî P \ {p1, p2} ∪
{p1 ∪ p2} � áìð. Îáðàòíîå ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü, åñëè ðàññìîòðåòü õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèå ôóêöèè ñòàíäàðòíûõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ.

Ïóñòü òåïåðü íà (X ,A) çàäàíà ñòàíäàðòíàÿ ìåðà µ. Îáîçíà÷èì P+ = {p ∈ P |µ(p) >

0}; P0 = {p ∈ P |µ(p) = 0}; A+ = {A ∈ A |µ(A) > 0}; A0 = {A ∈ A |µ(A) =

0}. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî âñå òî÷êè ýëåìåíòîâ P+ ñëó÷àéíû. Ýëåìåíòû P+ áóäåì
íàçûâàòü ñóùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè ÁÌÏ.

Îïðåäåëåíèå 5.5. Ïóñòü p ∈ P+. Íàçîâåì åãî ñóùåñòâåííî óêðóïíÿåìûì, åñëè
íàéäåòñÿ óêðóïíÿþùèé åãî p′ ∈ P+. Íàçîâåì p ñóùåñòâåííî äåëèìûì, åñëè íàéäóòñÿ
íåïåðåñåêàþùèåñÿ p1, p2 ∈ A+ òàêèå, ÷òî p = p1 ∪ p2.

Òåîðåìà 5.6. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(1) Ëþáîé ñóùåñòâåííûé ýëåìåíò áìð ñóùåñòâåííî äåëèì.
(2) Ëþáîé ñóùåñòâåííûé ýëåìåíò áìð ñóùåñòâåííî óêðóïíÿåì.
(3) Ìåðà µ áåçàòîìíà, ò.å. ∀A ∈ A+ ∃B ∈ A+ B ⊂ A & µ(B) < µ(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü èìïëèêàöèþ èç (1) â (2) ðàññìîòðèì ñóùåñòâåí-
íûé ýëåìåíò p. Ïî óñëîâèþ îí ñóùåñòâåííî äåëèì. Ïîëîæèì q = ∗{A ∈ ◦A | p ⊂ A};
ïóñòü S � íåêîòîðîå ñòàíäàðòíîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî q, è ïóñòü S =

⋂S.
Î÷åâèäíî, p ⊂ S ∈ ◦q. Èç ñóùåñòâåííîé äåëèìîñòè p ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ èçìåðèìîå
ìíîæåñòâî p′ ∈ P òàêîå, ÷òî 0 < µ(p′) < µ(p) 6 µ(S). Ïî ïðèíöèïó ïåðåíîñà íàé-
äåòñÿ ñòàíäàðòíîå B ⊂ S òàêîå, ÷òî B è S \ B ëåæàò â ◦A+. Î÷åâèäíî p ⊂ B

ëèáî p ⊂ S \B; ïóñòü p ⊂ B. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî íàéäåòñÿ ñóùåñòâåííûé ýëåìåíò p′′

ëåæàùèé â S \ B. Òåì ñàìûì, (∀st finS ⊂ q)(∃p′′ ∈ P+)(p′′ 6= p & (∀A ∈ S)(p′′ ⊂
A)), îòêóäà ïî ïðèíöèïó èäåàëèçàöèè ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ñóùåñòâåííûé ýëåìåíò
áìð P , óêðóïíÿþùèé p.

×òîáû äîêàçàòü èìïëèêàöèþ (2) ⇒ (3), âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñòàíäàðòíîå A ∈
A+. Íàéäåòñÿ p ∈ P+ òàêîé, ÷òî p ⊂ A. Èç ñóùåñòâåííîé óêðóïíÿåìîñòè p ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò p′ ∈ P+, ëåæàùèé â A \ p, îòêóäà µ(p) < µ(A). Òåïåðü, äâàæäû
ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ïåðåíîñà, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Èìïëèêàöèÿ (3) ⇒ (1) î÷åâèäíà.

Ïóñòü òåïåðü ìåðà µ ñ÷åòíî-àääèòèâíà, à áìï P êîíå÷íî. Â ðàáîòå [8] Ëåá ââîäèò
îòîáðàæåíèå T0 : ◦L∞ → RP ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûáåðåì â êàæäîì p ∈ P+

òî÷êó cp; äëÿ f ∈ ◦L∞ ïîëîæèì (T0f)p = f(cp) äëÿ p ∈ P+ è (T0f)p = 0 äëÿ p ∈ P0.
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Ëåá äîêàçûâàåò â â [8], ÷òî âåêòîð ρ ∈ RP ðàâåí T0f äëÿ íåêîòîðîé f ∈ ◦L∞ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:
(1) ρp = 0 äëÿ p ∈ P0;
(2) âåëè÷èíà max

p∈P
|ρp| îêîëîñòàíäàðòíà;

(3) ∀p ∈ P è ∀stε > 0, ∃stA ∈ A òàêîå, ÷òî p ⊂ A è |ρp− ρp′| < ε äëÿ ëþáîãî p′ ∈ P+

ñîäåðæàùåãîñÿ â A.

Ëåììà 5.7. Óñëîâèå (3) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìå óñëîâèþ:
(3′) Äëÿ ëþáûõ p1, p2 ∈ P+ p1 ∼ p2 âëå÷åò ρp1 ≈ ρp2.

Äîêàçàòåëüñòâî. (3′) âûòåêàåò èç (3), ïîñêîëüêó èý ∀stε > 0 |ρp1 − ρp2| < ε)

ñëåäóåò ρp1 ≈ ρp2 . Îáðàòíîå äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, (∃stε > 0)(∀stA ∈
A)(p ⊂ A → (∃p′ ∈ P+ p′ ⊂ A & |ρp − ρp′| > ε)). Ïóñòü q = ∗{A ∈ ◦A | p ⊂ A};
ïóñòü S � ñòàíäàðòíîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî q è S =

⋂S. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ íàé-
äåòñÿ ñóùåñòâåííûé p ⊂ S òàêîé, ÷òî |ρp − ρp′| > ε. Ïî ïðèíöèïó èäåàëèçàöèè íàé-
äåòñÿ ýëåìåíò p′ ∈ P+, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (∀A ∈ ◦q)(p′ ⊂ A&|ρp − ρp′| > ε),
÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3′).

Ïóñòü P � áìð ñòàíäàðòíîãî èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà (X ,A). Îáúåäèíåíèå ýêâè-
âàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ P áóäåì íàçûâàòü ìîíàäîé: mp =

⋃{p′ ∈ P | p′ ∼ p}. Ëåãêî
çàìåòèòü, ÷òî M = {mp}p∈P � âíåøíåå ðàçáèåíèå (X , ◦A), ò.å. M � ðàçáèåíèå X íà
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìîíàäû è ∀A ∈ ◦A A =

⋃{m ∈ M |m ⊂ A}.

Ëåììà 5.8. Ðàçáèåíèå M ñîâïàäàåò ñ ðàçáèåíèåì, ïîðîæäåííûì ◦A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ îäíîé ñòîðîíû, åñëè x1, x2 ∈ m ∈ M, òî íàéäóòñÿ p1, p2 ⊂ m

òàêèå, ÷òî xi ∈ pi ∈ P (i = 1, 2). Òîãäà p1 ∼ p2, à çíà÷èò P \{p1, p2}∪{p1∪p2} � áìð,
ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ñòàíäàðòíîãî A ∈ A ëèáî p1∪p2 ⊂ A, ëèáî (p1∪p2)∩A = ∅,
ò.å. x1 è x2 íå ðàçäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè èçìåðèìûìè ìíîæåñòâàìè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè x1 è x2 íå ðàçäåëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè èç ◦A, òî ñîäåðæàùèå
èõ ýëåìåíòû P , î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíû.

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ôàêòîð ïðîñòðàíñòâà (X , ◦A) ïî ðàçáèåíèþ M (èëè, ÷òî
òî æå ñàìîå, ïî ýêâèâàëåíòíîñòè �∼�) èçîìîðôåí ñòàíäàðòíîìó ÿäðó ñòîóíîâñêîãî
êîìïàêòà Q. Îïðåäåëèì ôàêòîð-àëãåáðó A = ◦A/M, ïóñòü θ : ◦A → A � åñòåñòâåí-
íûé èçîìîðôèçì áóëåâûõ àëãåáð θ(A) = {m ∈ M |m ⊂ A}. Ðàññìîòðèì èçìåðèìîå
ïðîñòðàíñòâî (M,A). Äëÿ m ∈ M ïîëîæèì ϕ(m) = ∗{A ∈ ◦A |m ⊂ A}, äëÿ A ∈ ◦A
îáîçíà÷èì ϕ(θ(A)) = ∗{ϕ(m) |m ∈ θ(A)} = ∗{ϕ(m) |m ⊂ A}.
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Ëåììà 5.9. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
(1) ϕ � áèåêöèÿ M íà ◦Q, ïðè÷åì m =

⋂ ◦ϕ(m), ϕ−1(q) =
⋂ ◦q.

(2) ϕ � áóëåâ èçîìîðôèçì A íà ◦ClopQ, ïðè÷åì (ϕ ◦ θ)(A) = ι(A) äëÿ âñÿêîãî
A ∈ ◦A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïðîâåðèòü (1). Ïîñêîëüêó θ è ι � èçî-
ìîðôèçìû, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ∀stA ∈ A ϕ(θ(A)) =

ι(A). Íî q ∈ ◦ι(A) ⇔ A ∈ ◦q ⇔ ϕ−1(q) =
⋂ ◦q ⊂ A ⇔ q = ϕ(ϕ−1(q)) ∈ {ϕ(m) |m ⊂ A}

äëÿ q ∈ ◦Q è A ∈ ◦A. Òåì ñàìûì, ◦ι(A) = {ϕ(m) |m ⊂ A}, îòêóäà ι(A) = ϕ(θ(A)).

Çàìå÷àíèå 5.10. Â ðîáèíñîíîâñêîì íåñòàíäàðòíîì àíàëèçå ëåììà 3 âûãëÿäèò íåñ-
êîëüêî ýôôåêòíåå, à èìåííî: åñëè ïîëîæèòü ϕ(m) = {A ∈ A |m ⊂ ∗A}, òî ϕ

îñóùåñòâëÿåò èçìåðèìûé èçîìîðôèçì (M,A) íà (Q,ClopQ).

Çàìå÷àíèå 5.11. Èç ëåìì 8 è 9 ëåãêî âûòåêàåò îòìå÷åííûé â [5] ôàêò, ÷òî â
òîïîëîãèè, ïîðîæäåííîé A, X ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåñâÿçíûì êîìïàêòîì.

Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ó ÷èòàòåëÿ ìîãëî ñëîæèòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî âñå ýëåìåí-
òû P , ëåæàùèå â îäíîé ìîíàäå, ðàâíîïðàâíû. Îäíàêî äàëåå áóäåò ïîêàçàíî ÷òî ýòî
íå òàê. Îêàçûâàåòñÿ, ñðåäè ýëåìåíòîâ P , ñîñòàâëÿþùèõ ìîíàäó, åñòü âûäåëåííûé
(áóäåì íàçûâàòü åãî öåíòðàëüíûì ýëåìåíòîì). Ìû óâèäèì, ÷òî ñâîéñòâà ìåð â
çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿþòñÿ èõ çíà÷åíèÿìè íà öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòàõ.

Äëÿ p ∈ P ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ äâóçíà÷íóþ ìåðó δp: äëÿ A ∈ ◦A ïîëîæèì

δp(A) =

{
1, åñëè p ⊂ A,

0 èíà÷å.

Î÷åâèäíî, åñëè p1, p2 ⊂ m ∈ M, òî δp1 = δp2 , ò.å. ýëåìåíòû P , ëåæàùèå â îäíîé
ìîíàäå, ïîðîæäàþò îäíó è òó æå äâóçíà÷íóþ ìåðó; îáîçíà÷èì åå δm. Íî êàæäàÿ
ñòàíäàðòíàÿ äâóçíà÷íàÿ ìåðà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 ëèøü íà îäíîì ýëåìåíòå P è
çàíóëÿåòñÿ íà âñåõ îñòàëüíûõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pm òîò ýëåìåíò P , äëÿ êîòîðîãî
δm(pm) = 1. Î÷åâèäíî, pm ⊂ m (ñì., íàïðèìåð, [8]). Áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà Pc = {pm |m ∈ M} öåíòðàëüíûìè ýëåìåíòàìè P .

×òîáû ïîíÿòü, ÷òî âûäåëÿåò öåíòðàëüíûå ýëåìåíòû ñðåäè âñåõ îñòàëüíûõ, íàì
ïîíàäîáèòñÿ îïèñàííàÿ â ëåììå 9 ñâÿçü ðàçáèåíèÿ M è ñòîóíîâñêîãî êîìïàêòà Q.
Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî P = {ι(p)}p∈P � áìð èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà (Q,ClopQ).

Ëåììà 5.12. Äëÿ ëþáîãî p ∈ P ìíîæåñòâî ι(p) ⊂ Q ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé
ñòàíäàðòíîé òî÷êè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q1, q2 ∈ ◦Q. Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A ∈ ◦A òàêîå, ÷òî A ∈
q1 è X \A ∈ q2. Ñòàíäàðòíîå ìíîæåñòâî ι(A) ðàçäåëÿåò òî÷êè q1 è q2, ïîýòîìó îíè
íå ìîãóò ëåæàòü â îäíîì ι(p).

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâà m =
⋃{ι(p) | p ⊂ m} ÿâëÿþòñÿ ìîíàäàìè áìð P .

Ëåììà 5.13. Äëÿ ëþáîé ìîíàäû m ∈ M âûïîëíåíî ϕ(m) ∈ m. Áîëåå òîãî, m

ÿâëÿåòñÿ ìîíàäîé ñòàíäàðòíîé òî÷êè ϕ(m) â òîïîëîãèè Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m ∈ M. Ïîñêîëüêó P � ðàçáèåíèå Q, íàéäåòñÿ p ∈ P òàêîé,
÷òî ϕ(m) ∈ ι(p). Äëÿ ëþáîãî ñòàíäàðòíîãî A ∈ A, ñîäåðæàùåãî m, ïî îïðåäåëåíèþ ϕ

âûïîëíåíî ϕ(m) ∈ ι(A). Íî òîãäà ι(p) ⊂ ι(A), îòêóäà p ⊂ A. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
âûáîðà A ïîëó÷àåì p ⊂ m è, ñëåäîâàòåëüíî, ι(p) ⊂ m. Òåì ñàìûì ϕ(m) ∈ ι(p) ⊂ m.

Ëþáîå ñòàíäàðòíîå îòêðûòî-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ϕ(m), ñîäåðæèò
è m, ïîñêîëüêó P ÿâëÿåòñÿ áìð èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà (Q,ClopQ). Ïîýòîìó m

ñîäåðæèòñÿ â òîïîëîãè÷åñêîé ìîíàäå ϕ(m). Åñëè q /∈ m, òî íàéäåòñÿ p′ ⊂ m′ 6= m

òàêîå, ÷òî q ∈ ι(p′) ⊂ m′. Òîãäà q ñîäåðæèòñÿ â òîïîëîãè÷åñêîé ìîíàäå ϕ(m′) è, â
ñèëó õàóñäîðôîâîñòè Q, òî÷êà q íå ïîïàäàåò â òîïîëîãî÷åñêóþ ìîíàäó ϕ(m).

Èòàê, òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî â êàæäîé ìîíàäå m åñòü ðîâíî îäíà ñòàíäàðòíàÿ
òî÷êà. Îêàçûâàåòñÿ, èìåííî òå ι(p), â êîòîðûõ ëåæàò ñòàíäàðòíûå òî÷êè Q, ñîîò-
âåòñòâóþò öåíòðàëüíûì ýëåìåíòàì P , ÷òî è ïîêàçûâàåò ñëåäóþùÿÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.14.
(1) p ∈ Pc ⇔ ϕ(mp) ∈ ι(p);
(2) p′ ∈ P \ Pc ⇔ ι(p′) íå ñîäåðæèò ñòàíäàðòíûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âñÿêîé äâóçíà÷íîé ìåðå δ íà A ñîîòâåòñòâóåò óëü-
òðàôèëüòð qδ = {A ∈ A | δ(A) = 1} è, íàîáîðîò, êàæäîìó óëüòðàôèëüòðó q ñîîò-
âåòñòâóåò äâóçíà÷íàÿ ìåðà, ïðèíèìàþùÿÿ çíà÷åíèå 1 íà ìíîæåñòâàõ èç q. Òàêèì
îáðàçîì

p ∈ Pc ⇔ δp(p) = 1 ⇔ p ∈ qδp ⇔ qδp ∈ ι(p),

íî

qδp = {A ∈ A | δp(A) = 1} = ∗{A ∈ ◦A | δp(A) = 1} = ∗{A ∈ ◦A | p ⊂ A} =

∗{A ∈ ◦A |mp ⊂ A} = ϕ(mp),

îòêóäà ñëåäóåò (1).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2) îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì ñóùåñòâîâàíèå ñòàíäàðòíî-

ãî q ∈ ι(p′). Ïóñòü m = ϕ−1(q), p = pm ∈ Pc. Òîãäà m = mp è q = ϕ(mp) ∈ ι(p).
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Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñâîéñòâà ñòàíäàðòíîé ìåðû è åå ïîâåäåíèå íà ýëåìåíòàõ
áìð ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò åå çíà÷åíèé íà öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòàõ. Ïóñòü äàëåå µ �
ñòàíäàðòíàÿ êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ìåðà íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (X ,A). Áóäåì
äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî µ êîíå÷íà. ×åðåç µ áóäåì îáîçíà÷àòü ìåðó íà (Q,ClopQ),
çàäàííóþ ïî ïðàâèëó µ(D) = µ(ι−1(D)) äëÿ D ∈ ClopQ.

Òåîðåìà 5.15. Ïóñòü p ∈ Pc è µ(p) ∈ ◦R. Òîãäà
(1) µ(p′) = 0 äëÿ ëþáîãî p′, ýêâèâàëåíòíîãî p.
(2) Íàéäåòñÿ ñòàíäàðòíîå ìíîæåñòâî A ∈ A, ñîäåðæàùåå mp, òàêîå, ÷òî µ(A) =

µ(p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìåðó µ íà (Q,ClopQ), çàäàííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
µ(D) = µ(ι−1(D)) äëÿ D ∈ ClopQ. Åñëè äëÿ âñÿêîãî A ∈ ◦A mp ⊂ A âëå÷åò µ(A) >

µ(p), òî äëÿ ëþáîãî ñòàíäàðòíîãî D ∈ ClopQ ϕ(mp) ∈ D âëå÷åò µ(D) > µ(p). Òàê
êàê ϕ(mp) � ñòàíäàðòíàÿ òî÷êà, òî ïî ïðèíöèïó ïåðåíîñà ∀D ∈ ClopQ èç ϕ(mp) ∈ D

ñëåäóåò µ(D) > µ(p). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ϕ(mp) ∈ ι(p) è µ(ι(p)) = µ(p).
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò (2). (1) î÷åâèäíî èç (2).

Òåîðåìà 5.16. Ïóñòü p � öåíòðàëüíûé ýëåìåíò P , òîãäà äëÿ ëþáîãî ñòàíäàðò-
íîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ ñòàíäàðòíîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî A, ñîäåð-
æàùåå mp, òàêîå, ÷òî µ(A)− µ(p) 6 ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 15. Ôèêñèðóåì ñòàíäàðòíîå
ïîëîæèòåëüíîå ε è äëÿ âñÿêîãî A ∈ ◦A òàêîãî, ÷òî mp ⊂ A, âûïîëíåíî µ(A) >
ε + ◦µ(p). Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî D ∈ ◦ClopQ èç ϕmp ∈ D ñëåäóåò µ(D) >
ε + ◦µ(p). Ïîñëå ïðèìåðåíèÿ ïðèíöèïà ïåðåíîñà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå µ(p) =

µ(ι(p)) > ε + ◦µ(p); îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Ñëåäñòâèå 5.17. Ìåðà ëþáîãî íåöåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà áåñêîíå÷íî ìàëà. Áîëåå
òîãî, ìåðà ëþáîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà ìîíàäû m, ι-îáðàç êîòîðîãî íå ñîäåð-
æèò ϕ(m), áåñêîíå÷íî ìàëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p0 ∈ A, p0 ⊂ m è ϕ(m) /∈ ι(p0). Òîãäà, î÷åâèäíî, P0 = {p∩
p0, p\p0 | p ∈ P} � áìð, ïðè÷åì m � åãî ìîíàäà è pm \p0 � åå öåíòðàëüíûé ýëåìåíò.
Çàôèêñèðóåì ñòàíäàðòíîå ïîëîæèòåëüíîå ε. Ïî òåîðåìå 16 íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A ∈
◦A, ñîäåðæàùåå m òàêîå, ÷òî µ(A)−µ(pm\p0) 6 ε. Íî p0 ⊂ A\(pm\p0), îòêóäà µ(p0) <

ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε ïîëó÷àåì µ(p0) ≈ 0.

Ëåììà 5.18. Äëÿ âñÿêîãî p ∈ Pc âûïîëíåíî µ(p) > ◦µ(p).



25

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äëÿ âñÿêîãî D ∈ ◦ClopQ, ñîäåðæàùåãî ϕmp , ìû èìååì
ι(p) ⊂ D, à çíà÷èò, ◦µ(p) 6 µ(D). Ïî ïðèíöèïó ïåðåíîñà ïîëó÷àåì (∀D ∈ ClopQ)

(ϕmp ∈ D → ◦µ(p) 6 µ(D)). Ïîäñòàâèâ ι(p) â êà÷åñòâå D, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Òåîðåìà 5.19. Ìåðà µ áåçàòîìíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðèíèìàåò
áåñêîíå÷íî ìàëûå çíà÷åíèÿ íà âñåõ ýëåìåíòàõ P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ êîíå÷íóþ ìåðó µ íà èçìåðèìîì ïðîñò-
ðàíñòâå (X ,A). Ïóñòü µ áåçàòîìíà. Äëÿ p /∈ Pc èìååì µ(p) ≈ 0 ïî òåîðåìå 16.
Ïóñòü p ∈ Pc. Èç òåîðåìû 4.2 âûòåêàåò, ÷òî íàéäóòñÿ èçìåðèìûå ìíîæåñòâà p1

è p2 òàêèå, ÷òî p1 ∩ p2 = 0, p1 ∪ p2 = p è µ(pi) = µ(p)
2

(i = 1, 2). Î÷åâèäíî,
P \ {p} ∪ {p1, p2} � áìð, ïðè÷åì èç òåîðåìû 14 ñëåäóåò, ÷òî îäèí èç pi ÿâëÿåòñÿ
öåíòðàëüíûì, ïóñòü ýòî p1, à âòîðîé � íåò. Òîãäà µ(p2) ≈ 0 ïî òåîðåìå 16, îòêóäà
µ(p) = 2µ(p2) ≈ 0.

Îáðàòíî, åñëè µ íå áåçàòîìíà, òî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî B ∈ ◦A+ óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ (∀A ∈ A)((A ⊂ B & µ(A) 6= µ(B)) → (µ(A) = 0)). Ðàññìîòðèì äâóçíà÷íóþ
ìåðó δ(A) = µ(A∩B)

µ(B)
. Íàéäåòñÿ p ∈ P òàêîé, ÷òî δ(p) = 1 è δ(p′) = 0 äëÿ âñåõ p′ ∈ P ,

îòëè÷íûõ îò p. Î÷åâèäíî, ÷òî p ⊂ B. Òîãäà µ(p) = µ(b) · δ(p) = µ(B) 6≈ 0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

Ëèòåðàòóðà

[1] Ãîðäîí Å. È. Î ìåðàõ Ëåáà // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. 1991, � 2. C. 25�33.
[2] Ãîðäîí Å. È. Î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå â íåñòàíäàðòíîì àíàëèçå // Èçâ. âóçîâ. Ìàòå-
ìàòèêà. 1989, � 2. C. 17�25.
[3] Ãîðäîí Å. È. Íåñòàíäàðòíûå êîíå÷íîìåðíûå àíàëîãè îïåðàòîðîâ â L2(Rn) // Ñèá. ìàò.
æóðí. 1988. Ò. 29, � 2. C. 45�59.
[4] Loeb P. A. Conversion from nonstandard to standard measure spaces and applications in
probability theory // Trans. Amer. Math. Soc. 1975. V. 211. P. 113�122.
[5] Sun Y. On the theory of vector valued Loeb measures and integration // J. Funct. Anal.
1992. V. 104. P. 327�362.
[6] Wattenberg F. Nonstandard measure theory: avoiding pathological sets // Trans. Amer.
Math. Soc. 1979. V. 250. P. 375�368.
[7] Ãîðäîí Å. È. Îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíûå ýëåìåíòû â òåîðèè âíóòðåííèõ ìíîæåñòâ
Å. Íåëüñîíà // Ñèá. ìàò. æóðí. 1989. Ò. 30, � 1. C. 89�95.
[8] Loeb P. A. A nonstandard representation of measurable spaces, L∞, and L∗∞ // in �Con-
tributions to Nonstandard Analysis� Amsterdam: North-Holland, 1972.
[9] Êóñðàåâ À. Ã., Êóòàòåëàäçå Ñ. Ñ. Íåñòàíäàðòíûå ìåòîäû àíàëèçà. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà,
1990.



26

[10] Ñutland N. J. Nonstandard measure theory and its applications // Bull. London Math.
Soc. 1983. V. 15. P. 529�587.
[11] Halmos P. R. Measure theory. N.-Y.: Springer-Verlag, 1974.
[12] Henson C. W., Moore L. C. Nonstandard analysis and the theory of Banach spaces //
Nonstandard Analysis: Recent Development /Lecture Notes in Math. 1983, N 983.
[13] Ãåëáàóì Á., Îëìñòåä Äæ. Êîíòðïðèìåðû â àíàëèçå. Ìîñêâà: Ìèð, 1983.
[14] Marczewski E. (Szpilrajn) Sur les ensembles et les fonctions absolument mesurable //
Compt. Rend. Sean. Soc. Sien. Lettr. Varsovie 1937. V. 3. P. 39�68.
[15] Ulam S. Zur Masstheorie in der allgemeinen Mengenlehre // Fund. Math. Warsaw 1930.
V. 16. P. 140�150.
[16] Êóðàòîâñêèé Ê., Ìîñòîâñêèé À. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ. Ìîñêâà: Ìèð, 1970.
[17] Ñàìîðîäíèöêèé À. À. Òåîðèÿ ìåðû. Ëåíèíãðàä: Èçäàòåëüñòâî ËÃÓ, 1990.

Àâòîð ðàáîòû Òðîèöêèé Â. Ã.


