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Zum praktischen Nachweis von Chaos mit Hilfe der Conley-Index-Theorie

Die rigorose Analyse komplizierter dynamischer Phinomene stellt im konkreten Einzelfall meist eine anspruchsvolle
Aufgabe dar. So ist etwa ein definitiver Nachweis chaotischen Systemverhaltens in vielen Fillen trotz entsprechender
numerischer Evidenz nicht zu erbringen. Eine (wenigstens teilweise) Beantwortung der Frage, ob und in welchem
Ausmafl Chaos in einem konkreten Modell vorliegt, wiire aber hiufig von erheblicher praktischer Bedeutung. Na-
turgemif sollten entsprechende Aussagen auch robust sein (Parameterschwankungen, Ungenauigkeiten des Modells
etc., vgl. [2]). Spitestens durch die mittlerweile berithmte Arbeit von Mischaikow und Mrozek iiber Chaos in den
Lorenz-Gleichungen ([4]) wurde deutlich, daf§ die Conley-Indexz-Theorie isolierter invarianter Mengen prinzipiell in
der Lage ist, derartige Aussagen bereitzustellen. Wie im weiteren ausgefiihrt, erdffnet die konsequente Umsetzung
dieser Theorie die M6glichkeit, auch fiir komplizierte Systeme einfach und elegant Ergebnisse zu erzielen, welche mit
anderen Methoden nicht oder nur unter ungleich gréfierem Aufwand gewonnen werden konnen. Obwohl die in der
Literatur (etwa [3],[7]) anzutreffenden kategoriellen Konstruktionen teilweise recht komplex sind, liegen der Methode
an sich einfache topologische Ideen zugrunde (vgl. [1],[2]).

1. Theoretische Grundlagen

Es werden zunichst die im weiteren benttigten Tatsachen iiber diskrete Systeme zusammengestellt. Dazu bezeichne
f: X — X eine stetige Abbildung einer endlichdimensionalen Mannigfaltigkeit X und N C X eine unter f isoliert
invariante Menge. Ein Paar A = (A;, As) kompakter Teilmengen von X mit A; D Ao heiflt Indexpaar fiir N,
falls die Bedingungen N = invyA;\ A2 C intA;\ Ay sowie f(Az) N A1 C Ay und A;1\A2 C f71(4) erfiillt sind. Es
induziert f dann eine stetige Selbstabbildung fa4 des punktierten Faktorraumes (A4; /As, [Az]) (vgl. [3],[7])- Wie in [1]
ausgefiihrt, kann f4 : A1 /Ay — Ay /A, als Modell fiir die Aktion von f auf N angesehen werden. Das Zerfallen der
isolierenden Nachbarschaft A;\As in [ > 2 disjunkte Teile By, ..., B; und die daraus resultierenden Eigenschaften
der Dynamik lassen sich mit Hilfe einer von A. Szymczak eingefiihrten Konstruktion ([7]) prizise beschreiben. Zu
diesem Zweck wird I := P({1,...,1}) gesetzt und fiir ¢ € I, je nachdem, ob x € |J,; Bx oder nicht, durch r;(z) := x
oder [As] eine Schar (r;);cr stetiger Projektionen in (A;/Az,[A2]) definiert. Das eigentliche Indexobjekt ist dann
((A1/A2,[As]), (fa o ri)ier). Es 188t sich zeigen, daB in einem geeigneten kategoriellen Rahmen die konkrete Wahl
des Indexpaares A (bis auf Isomorphie) keinen Einfluf} auf die Gestalt des Indexobjektes hat ([7]), letzteres daher
eine Kenngrofle fiir die Dynamik auf invyA;\As darstellt. Eine daraus resultierende Invariante ist insbesondere
CH((NNBj),_y, f) :== (H*(A1/As,[As]), H*(faori)icr); dabei bezeichnet H* eine geeignete Cohomologietheorie
mit Q-Koeffizienten. In der Terminologie von [7] ist CH; ((NNB;)'_,, f) der bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte
(cohomologische) Conley-Index von N unter f bei Vorliegen der Zerlegung (B;).

Entscheidend fiir den praktischen Einsatz der Conley-Index-Theorie ist die Frage, welche Information iiber die
Dynamik des untersuchten Systems aus einer speziellen Indexgestalt gewonnen werden kann. Protokolliert man den
Orbit eines Punktes ¢ € N in Form der Folge p(x) seiner Aufenthalte in den Mengen Bj, d.h. p(z),, = j genau
wenn f"(z) € Bj, so erhilt man eine stetige Abbildung p : N — X; in den Raum der (einseitigen) Folgen iiber !
Symbolen; mit der Shiftabbildung o : ¥; — %; gilt offensichtlich p o f = o o p. Zwei wichtige Aspekte der Menge
p(N) C 3 beschreibt der folgende Satz (umfassendere Resultate findet man in [1] und [7]).

Satz 1 (Szymczak) Sei (A1, As) ein Indezpaar fir N = im;fm unter f, welches eine Zerlegung (Bj)é:1
von A\ Ay gestattet. Aufierdem ezistiere eine Zahl ko € Z mit H*(A; /A, [A2]) = {0} fiir k # ko. Dann gilt:
(i) Jede periodische Folge (sq,...,sT7—1,S0,---) € X mit primitiver Periode T € IN, die
sp (Hko(fA) o H’“O(r{SO}) o... onO(fA) oH’“O(r{STfl})) #0
erfillt, ist p-Bild eines Punktes in N mit primitiver Periode T'.
(it) Mit der durch %o := {s € $j|H* (fa) 0o H*(rgyy) 0...0 H¥(fa) o H*(rg, 1) #0 Vn € No} definierten

Teilmenge von X; besteht die Inklusion

M o"(So) € p(N) -
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Einem zentralen Resultat der Conley-Index-Theorie zufolge besitzt jede isolierte invariante Menge ein Indexpaar
und damit einen wohldefinierten Index. Der entsprechende Existenzsatz ist aber auf Grund seines nichtkonstruk-
tiven Charakters fiir praktische Belange unbrauchbar. Auch erfordert die explizite Konstruktion von isolierenden
Nachbarschaften und Indexpaaren bereits ein globales Verstindnis der Systemdynamik, das zu gewinnen eigentlich
Ziel (und nicht Voraussetzung) des Einsatzes der Conley-Index-Theorie sein sollte. Es ist der topologische Charak-
ter der Theorie, welcher eine Uberwindung dieser Schwierigkeiten gestattet. Die Robustheit gegeniiber (kleinen)
Storungen des zugrundeliegenden dynamischen Systems ermdglicht es ndmlich, eine Indextheorie fiir mengenwertige
Systeme zu entwickeln. Mit derartigen Systemen ist man im Zuge einer Fehleranalyse des numerischen Rechnens bei
Verwendung rigoroser Fehlerschranken zwanglos konfrontiert. Da sich der Einsatz moderner Computer zur Analyse
komplizierter dynamischer Phinomene nachdriicklich anbietet, ist die Entwicklung einer entsprechenden Indextheorie
auch von grofler praktischer Bedeutung. Letzten Endes erweist sich der Conley-Index als vererbbare und erreichbare
Grofe. Dies bedeutet im wesentlichen, daf} sich der gesuchte Index aus einer mengenwertigen Approximation des zu
untersuchenden Systems berechnen 1d8t, soferne diese nur hinreichend fein ist — soferne also genug Rechenleistung
zur Verfiigung steht ([1]). Es sei hier lediglich angemerkt, dafl im Zuge des rigorosen Aufbaues einer Indextheorie fiir
mengenwertige Systeme im Detail erhebliche mathematische Schwierigkeiten zu tiberwinden sind (vgl. [1],[5],[7]).

Die Moglichkeiten der Methode werden am Beispiel der bekannten Hénon-Abbildung illustriert. In der Ab-
bildungsfamilie h,; : R? = IR? mit (z,y) — (1 — az? + y,bz) 148t sich fiir (a,b) = (1.4,0.3) im numerischen
Experiment ein seltsamer Attraktor beobachten, dessen Struktur gegenwirtig als bestenfalls teilweise verstanden
gilt. Beschrinkt man die Untersuchung auf den in der Abbildung hellgrau dargestellten Bereich und diskretisiert
diesen in etwa 10° Zellen, so liefert eine Variante des in [7] beschriebenen Algorithmus ein in zwélf disjunkte Teile
zerfallendes Indexpaar (in einem schwicheren Sinn als einleitend definiert, vgl. [1],[7]). Dieses Paar (A4;, Az) ist in der
graphischen Darstellung dunkelgrau bzw. schwarz gekennzeichnet. Es ist hier ko = 1 und dim H'(A4; /A2, [42]) = 13.
(Alle erforderlichen Rechnungen wurden auf einem Power PC 603/120Mhz durchgefiihrt.) Wihrend H'(r;) einfach

Bia Byihy die Projektion auf den entsprechenden Unterraum von Q'3

beschreibt, wird H!(h4) durch eine 13 x 13-Matrix repréisen-

By B, tiert, die lediglich Eintrage 1, 0 und -1 aufweist. Eine einge-

7\ 4 hende algebraische Analyse dieser Matrix im Hinblick auf
B 0.2——> Bs Satz 1 fiihrt schliefllich auf folgendes Ergebnis (vgl. [1]).

x Satz 2 In einer offenen Umgebung des Parameterwertes
Bs WAnNA  (q,5) = (1.4,0.3) gilt:
=

1 (i) Die Menge invy,, , A1\ Az enthdlt Punkte jeder primiti-

T
A e ven Periode T € IN\{3,5}.
B3

By
024 ‘(< (ii) Die Abbildung p : invy, ,A1\As — X2 stiftet eine
B, Semikonjugation auf einen chaotischen Subshift 312 o
By von endlichem Typ. (Die Matriz Q € {0,1}!2x12
laft sich direkt aus einer Koordinatendarstellung von
Ein (schwaches) Indexpaar fiir hi.4,0.3 H! (hA) ermitteln.)

Satz 2 erweitert die Aussagen in [7] und zeigt deutlich die Leistungsfihigkeit der Methode auf. Auf mathematisch
strenge Weise (wenn auch unter Verwendung der Rechenleistung eines Computers) wird eine Form chaotischen
Verhaltens fiir h; 4,0.3 nachgewiesen. Man vergleiche dartiberhinaus die Stabilitit des gewonnenen Resultates mit
der Tatsache, dal der Hénon-Attraktor nicht strukturstabil ist.
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