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55. Let u: Jr +L Then r: u2 - L =+

f  d^ r  - [  2ud ,u  - t l . L+  3= ]au
I  ;n+m:  J  A1-3 - t4u  J  fu *1  

'  u l -a l  * *

: 3ln lz + 3l - ln lu + 1l + C -- 3rn(r6 + r + 3) - tn(t6 + t+ 1) + C

56.  Le t  1 :1 f f iL  Then a t :  (n f  JF- - t )d , r ,12  -  l :  t2 ,n :  tN l ,so

,  f  r l n t '  -  
l a t : *  [  n 1 t '  + L ) d t . N o w u s e p a r t s w i t h  u : r n ( t z + 1 ) ,  d , u : d , t :I :  

J  f f i i l " :  J  
rn1/ t21 -* -  2 l  \

I :L , t tn( t2  + t )  -  
I  hat :  * t tn( t2  + t )  -  

I [ t  
-  

# ]  "
: rtl,.(t2+ 1) - r * tan-1 t + C : Jr2 - L lnn - lmt tan-1 tffi + C

Another method: First integrate by parts with u : lnr, au : (n f ,,ffi) dn andthen use substitution

( r : s e c 0 o r u : , F I ) .

51. Letv: {r *2. Then r :113 - c +

I  r  i E + c d r :  I  ( r t  -  c ) u ' 3 u 2 d , u : t l  @ u  
- " u t ) d ' u : | u ' - f ; c u a  + C

: *(* * c)7/s - 1"@ 
-l Qa/s * 

"

58. Integratebypartswithu: ln( l  +n),d,u:n2 d,n =+ du: i ]n l ( l  *z) ,  u-  l r3:

l, 'n{r * r)d,n: i*"rn(l * .) - I ffi 
: tr,"rn(l *") - * I Q 

- r -rt - #) *

: i*"ln(l * ") 
- Ln"" + ir' - lr+ | tn('t * r) + C

59. Let It : e* . Then z : lr,u, dn : dulu =)

f d,r -_ [ dul, : t - ay-- - t l]/2=-+ - ]P-]a"
I  svn  - "a  I  us  -u :  J  6 "11"1 :  1  L " -1  

-  
A  

-  
"+11

:L +;'"l#l * " : s-*. i *l #l *'
6fl. Let u : {i. Then r : v,3, d,n : 3u2 du

f d,r f 3u2 du 3 f 2udu

I  ;m: J " 'n ' : t  J a+r
6 1 .  L e t  u , :  n s . T h e n d u : \ n a d r  +

I#tr :  I#h:+.] tan-l( i , )  + c:*tan-l  ( l r5)+c.

62. Let rL: r * 1. Then du: dr +

r n3 f (u - L\3 ' 
t (u-, -3u-8 + Bu-s - u-,o) du

lAryo*:Jffou:J

l;';,;l uJn.rl;.; ; ,lr" 3_("+r1 +$r +c

+

$tn(u2+ r) + c : Zn(*'rs + r) + c.



+C

du:  d t :

lon

) *
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l*ty : ,/i ,o that dg : 
ftO* 

+ d,r : 2 Ji da : 2a d,a. Then

f  -  E  f  f  
,  f  

u , : 2 A ' ,  d u : e a d U , f
J  

{ * e ! * d r :  
J  

a e s ( 2 a d a ) :  
J z u ' e a a u  l d , u : 4 a d a  n : e a  j

:2a2ea - 
| 

+y"o au 
lr{r=ir;, 

oYr::::*,]

:2a2es - (4a"o - I +.o aa) :2y2sv - 4a"o I 4es + C

I n t u : t a n r . T h e n  

: 2 ( a '  - 2 a  + 2 ) e a  * c  : 2 ( r - 2 r t + 2 ) e e  + c

[" 
/3 ln(tan n) dr 

: [",t 
ln(tan z) 

sec2 r d.r : ffi 
l:" 

au
Jn1+ Slnncos iD Jr /a  tanr  J t  u

: f 1(r,, q"lf : * (r" Ji)' : ](hB)2

I  d *  : [ (  r  .@I_Jz \_  f  , / __ . . . _
J m fi: J \\6T-i + Ji )0": J (J" + 1- ,/ i) a"

: ?l{" + L)3/2 - *s/zf + c

| ## o, : I l'. f+fo, : "* | l*
Thus,

l , '  #+ou: lu*2rn(u-  1)  - tnur  
* f " , :  (z+zrn2- rn3*  * )  -  (z*2 In1- rn  2+ +)

: 1 * 3 I n 2 _ l n 3 _ * : f i + t " g

Letu : Ji. rnen du : d,tl Q&) +

/3 arctan Ji ,, rrt
I ----;- o, : I tan-lu (2d,u) :ZluIan-ru- | m1r + "\lf [Example 5 in Section 8.1]Ir \/t Jr

::ll2'; _f,; :i; ? t,f;l't ;i:?'r._,n 2
Letu: e'. Then r : ln u, dr : du/u =+

I  d "  : I  du lu  : I  d "  _ f l z ts  _
I  r+2e ,  - t ,  -  

I  TTr " -Tn :  J  2 "4" -  l :  1  ln - ,
:  $hlzu - 1l -  $ rnlu+ 1l + c: trnl(2e, -L)/(",

Letu : e'. Then n : lnu, dr : dulu +

r l: = l  d u :  u * 2 l n l u  -
u ' )

1 l - r n  l " l + *+c .

,#l^
+1 ) l+c
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A r - r B  C r - f D- -----:--------: -------: r - +
# + 4 r , + 3 :  ( " 2 + 3 X 2 2 + 1 )  

:  
* + J  

- r  
, . 2 + r

a : ( A r + B ) ( r 2  + 1 )  +  ( C r - t q @ '  + 3 )  :  ( A r 3  + B n 2  + A r t g )  +  ( C r s  + D r 2  + 3 C r + 3 D )

:  (A+ C)r3 + (B + n)r2 + (A + 3C)r + (B + 3r)  +

A + C  : 0 ,  B  +  D  - _ 0 , A + 3 C  : I , B  + 3 D  : 0  +  A -  - * , C  :  I .  g  : 0 , D  : 0 .  T h u s ,

I F*no,: | (;+.;+)*
: -+ rn ( r ;2+3)  +  j tn ( r2+1)  +c  o .  ] r , , (## ) . "

72. Let u : ffi. Then t : y6 , dt : 6u5 d"u +

|  #: l t#Y:o | ;-du:G | (r - uo *, '-r. i ;)*
: 6 ( * " '  -  

I " u  +  * r t  
- z * t a '  1  u )  +  c

:  a(1t ,  tu -  I tu,u - l  
l t r /z 

-  { /a *  tan-1 t t ta)  + c

n .  
1  :  A  B r - t C  3

l * - 2 ) ( * ' - 4 )  r - 2  r ' 2 + 4

I :  A ( r '  + 4 )  +  ( B r * C ) ( "  - 2 ) :  ( A t  B ) r 2  + ( C  - 2 8 ) r +  ( 4 A - 2 C ) .  S o 0 :  A +  B : C  - 2 8 ,

I : 4 A - 2 C . S e t t i n g  r  : 2 g i v e s A  :  j  +  B  -  - ]  a n d  C  -  - 1 .  S o

l r-;^0,: l(,_', .#)0,:* | :t + | 3#-il ih
:  $ l n l r  

- 2 1  *  
$ t n ( r 2  + 4 )  -  

| t a " - 1 ( r 1 2 ) + C

74. Letrl : e*. Then z : lnLL, dr : duf u =+

I r+- : | #+: | #+ : t #\:i"lffii *' :I,n(sfl) .'
7 5 . / s i n r s i n 2 r s i n 3 r d r : / ' s i n r . j l c o s ( 2 r - 3 " )  - c o s ( 2 n + 3 z ) ]  d * : t / ( s i n r c o s r - s i n r c o s S n ) d r

: i I sin2n d" - */ j [sin(r * 5r) * sin(r - 5r)]d,r

:  -*  cos2r -  
]  / (s in6z -  s in 4r)dr:  -*  cos2r *  *a cos6" *  

*  cos4r*C

7 6 .  [  ( r 2  - b " ) s i n 2 r d r :  - * ( " ' - b " ) c o s 2 r +  
]  [ 1 z r  - b )  c o s 2 r d r

fu : 12 - br, dr' : sin 2r dr,4rt : (2r - b) r|r, L) : -f, cos2r)

:  -+(* '  *  br)  cos 2r + | l iQ, -  b)  s in 2,  -  [  s in 'Zr d,r ]

I U  : 2 n  - b , d V :  c o s 2 r d r , d ( J  : 2 d r , V  :  ] s i n 2 r )
: -+(r' - br) cos zr + j(:2" - b) sin 2r + jcos2n t C



- 3D)

71. Let u : r3/2 so that u2 : trB and, d,u : f;rr/2 d,r =+ Ji d,r :

f  J i ,  r  ?  , t
J trFo':  J rfao": ! t 'n- 'u+c: l tu' ,- ' (* ' / ' )

n. [  ": '*  
co"z* 

d,r:  I  secr cos2r .2cosr ,- _ t  2cos2r
/  s i n r * s e c z * *  J  s i n z * r *  2 r " " " u r : J r i l ; i * r * r a ,

:  [  ? ' ? ' 2 ' = a r :  [ ! 0 ,  l u : s i n 2 r * 2 , ]. l  sin2r + Z -"* 
J u** lau :2cos2n d,r l

:  ln lul  1- C : ln lsin 2r * 2l * C : ln(sin 2r + 2) + C

79. Let LL : tr, du : sin2 r cosr d,r =+ du : d,r,, : * sin3 z. Then

. [  r s i n 2 u  c o s r d ' n :  ] z s i n 3  r - [  ] s i n '  r d , r : ] r s i n s  r - [ l e - c o s 2 r )  s i n r d , r

: :*sin3 z . i l, _ a,) a,a 
lrl=:::, *l

:  t * s in3 r  +  la  -  ta t  t  C  : f r s in3 ,  +  + .o r ,  I  $  cos3  r  +  C

/##a:;dr:1ffi,,:
: Iari-wG^)
:lw:^n^:l@
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I du. tnen

+c .

80, I
J (sin

l":
l d u :

1

srn r cos rt

( 1' * ) '  +

sin2 r,

2sinr

*Y o*

I
r drl

2 8 ,

du- 4 u * 1 ) + 1

:  t  ^ - := - -d ,u : !  [ - \  -0 ,I  ( 2 u - 1 ) r + L * - - t J  a r + 1

: j tan-1 a + C : j tan-1 (2u - I) + C :

I  u : 2u -1 , ]
Lda :2d,  l

j  tan- l (2 s in2 n -  r )  + C

Another solution:

l d r

: ] t a n - l  u I C : ! :  *  tan- i  ( t ,a.n2
2 (tanz *) + C2

8l' The function a : 2re*' does havean elementary antiderivative, so we'il use this fact to help evaruate the integral.

IQ " ' i _ r )e "  d . r :  [ 2 r r " "d , ,+  [  e * ' d , , :  I  r ( 2 re , r ) d , *+  [  e , , d , r

:  asr2 -  
[  e , 'd , ,  +  [  

" * 'd" r  
|  - " :  

, ,  d ,a  :2re"  dr .1  -2* T J .  u L  

l a u : 4 ,  , r : " r '  
- . |  

: r " " - + c


