
l"
13. Let r :3secg, where 0 < e < t ot n { 0 < f . tren

dr : Ssec 0 tan g d0 and lrF 4 : 3 tan d, so

S x / p l  .  f  3 t a n d  ^  0 t a n 0 d , 0 : !  [ t " i i t ^ a ,
J .t 

dr : 
J 

,r,, u* 
ssec 

J J secz a

SECTION 8.3 TRIGONOMETRIC SUBSTITUTION tr 619

,-/1 ,
J 
ui'- e

a

J

f s i n g c o s ? t C: + [ sin2 g ae : tr [ ]O- cos 2e) d0 : te- $ sin 2e + C : +0 -

_ 1,".-,(;) _ I#1* "_ 1,".-,(;) _ E * "
f 4, Let u : ,E sin d, so du, : Jicos d dg. Then

t - - L : [  =  
L  

=  . 6 .o rodo : J= [ cscodo
I u t/5 - vz J r/5 sin 0 . t/5 cos9 \/5 J

:  
h ln lcsc 0 -  cot0l+ C [byExercise8.2.39l

. r f =
1  , l r / S  t / 5 - u 2 l

:  - - - = , , r r -  -  - r  - T -  
v

\ / 5  l u  u  I
r | /; /;------6 |r  , l v o - v a - u ' l

-  
-  r r r t - t  |  \

t / S l u l

15, Let :r: : a sin d, where -[ ! 0 < t. Then dr : acos? d0 and

[  
, ' O r , _ , = _  

[ a 2 s i n 2 0 a c o s 0 d 0  f  ,  n ^ . ^

J  ( o r - * r Y : J  o t * r w  
: J L a n ' H r l H

:  [  6 " r ' e  -  t )  d , o  : t a n o  -  o  + C, \

r  - 1  T
: - - c r h _ ! ,

1/02 - a2 a

16. Let 4r : 3secd, where 0 < e < t ot r { g < f. ttren

d, : lsec 
g tarr 0 d0 and !/T6F * g: 3 tan 0, so

t a a
l ) - u '

1
) d e

,116, - i

f d,* f f sec g tan 0d0

J t2 t/I6r2 - I J (f ) '  sec2 0 Jtang 3

a ur16Pl , r, _ JT4P=A , rt
9  4 ,  

- r L -  -  
g ,  - ": t lcosod'o: f , i "o+c:

17, Let 'LL : tr2 - 7, so d,u : 2r d,r. Then l' -L a* :
J  J r 2  - 7

r

i ' Z  r / "  f  C :  r / r ' - 7  +  C .ilh^:
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18. Let ar : b sec g, so (or)2 : b2 sec2 0 =+

(o*)' - b2 : b2 sec2 0 - b2 : b" (sec' e - L) - bt tanz 0' So

- btan 0, d,r : ! ,"" 0 tanl d'0, and

,,1@:F

n .5
fi

J

f  d ' r  f  *secotano

lwfu:J o o':#l#o':#l "or=0 d,0:
s in '0 # | 

csco coto d'o

: - #csc l+C :
L  A f  t  f a _' - --=-:--

"b' J to*)2 -b"
+C

Let r : tanl,where -Z < 0 1 u, Then d'r : sec2 0 de

anA l,GF : sec 0, so

t \fr# d,r: t y!""", ed,o : [*g (r +tan2 o)d,o
J r  I  tano-- -  J  tanu

24.1

(

:  J (cscg+sec0tan?)d0
: lnlcsc 0 - cotOl +sec e +C [byExercise3'2'391

_,- l r/TT-r2 - ll * JTTA * c :hl6T 
-'l 

+'tf+A + c: r t l  
"  

- ; l -  
1  ' -  - l  n  I

2fi. Lett : Ssin g, where -t < 0 3 L' Then d't : 5cos0 d0

a n a l X 4 : 5 c o s 0 , s o

I Lat 
f  5sin o '  ' -  gde --5 

[  s inod'o
J  t / z s - t z  

:  
J  s " * e D C o s v w v  

-  e  
J  

" * '

-  -bcosd*  c :  -b  
ry  tc :  - '$- - tz  ac

Or: Let u : 25 - t2, so du - -2t dt'

21. Letu : 4 - 9r2 =+ d,u - -!8rdr' Then 
" 

: t(4 
- u) and

Or: LetSn :2sin9, where -L, S 0 S E

t2. Letr : tang, where -E < e < E' Then d'n: sec2 0 dg'

' { F + t : s e c g a n d r : 0  +  0 : 0 ' r : I  +  0 - [ ' s o

I; J7+ld,r : ff/n "ecl 
sec2 0 d'0 : i{/n s..cs 0 de

: ] [r". 
0 tanl* ln lsec g + tan tl)",' [by Example 8'2'8]

-- +1fr.  r  + rn(r * Jr)- 0 - rn(r +o)] :  i l r t+ rn(r * f) ]

25.

f /s *suQ-srtar-- f i*ta- u)ut/z (-*) dr: h I t  (+" 'r" -usrz)au

: +rl !ut, '  -  ?uu' ')no: #ts# - V): h
26.

(ar2) - b2



1,*.
0 cot| d0

SECT|Otrt 8.3
23.  5+  4r  -  n2  :  - ( r ,  _  4 r  ta )  +  g  :  _ ( r  _  2 ) r+9 .  Le t

n  - 2  -  S s i n  0 ,  - ;  <  0  <  f  , s o d n : 3 c o s  0 d , 0 . T h e n

I \EC=F d,r : I {O=@ -ry dr: I v/s _ffiJcos'd,'
:  I  t6iosr73cosd d0: Igcos2 0d,g
: 3 [Q* cos 20) do - g@* ] sin zo) + C
: 30* t  sin 2o + c :  Bo + 1esindcos o) + c

e  _ , / r - 2 \ _ , 9  r _ 2  6 T E = F: r sm - (  
r  /  

+ ; 'T .  " - ' : ;  *  
+c

_  9 ^ . _ _ r ( r _ 2 \  L: ; s t n  - (  
r  / + r ( r - 2 ) \ / i + 6 - n r + c

2 4 . t 2  - 6 r + 1 g  :  ( t ,  - 6 t + s )  + + : ( t _ 3 ) r +  2 2 . L e t r _ 3 :  2 t a n 0 .
so dl : 2sec2 0 d0. Then

l*: lff i2sec2odo-l#*

-'- ;[ sec 0 d,0 - ln lsec g + tanll + e [by Formul ag.2.t]

_ m I  v/F=A:+n ,  !_ 3l  ,* l  2 -n-z  l+c l
- l t l \ / t ,  -  6 t + 1 J  + t _ S l + C  w h e r e  C :  C r  _ I n 2

8 . 9 r 2 * 6 n - 8 : ( B r + 1 ) r - 9 , s o l e t z :  
J r + L , d , u : J d * . f n " n  [ _  _  

d , r  f  t a u- - - - ' - I  
/gf f i :J f f i .Nowletu:3secd'  where 0 < 0 < f  o,  r  10 a +.Thend,u:3sec 0tan\d,0 and,vrv4_- 3tand. so

[  + 0 "  _  / s e c l t a n l d , 0  1 ^  ,  _
J ffi: J 

-ffi: 
+/ secld,o - f hlsec 0+tanll+Ct: *k,l 

y_t_@il
-  I  3 - - j l+c '

: $ tnlu + @4i,* 
": f ulsr + 1 + rffi + 6r _ 8l * 

"
2 6 '  4 r - 1 2 :  - ( * ' , - 4 r t + )  + + -  4 -  ( * - 2 ) ' , s o l e t z  -  r  - 2 .  T h e n  r : , u , * 2 a n d d , n : d , u , s o

t & : [ @4t:! : [ (2sino +2)2 
",J  \ / 6 - r - J  t / 4 - u z  J  2 c o s 0  - : o s 0 d , 0  [ P u t z : 2 s i n g ]

: 4 [ ( s i n 2 d * 2 s i n e + l d 0

: 2 [ (1 - cos z0) d0+ 8/ sinftd,0 + 4 I d0
: 2 0 - s i n 2 0 - g c o s 0 + 4 0 + C

:60 -  8cosd -  2s in  0cos l  +  C
^  .  - 1  / 1  \:6s in- ' ( i " )  _  4\ /4=i ,  _  \u , /+=& +C

: 6sin-1 (+) - 4\E=i, - (+) Jqi=F + c

TBIGONOMETRIC SUBSTITUTION ! 621

Jr:@4
: \[iE 4;- *t

1

1

1
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21.  12 l2r  *  2  :  ( r+  1)2 *  1 .  Let  LL :  n  I  7 ,  du :  dr .Then

l' d.r f d'u I sec2 \d.e fwhere u : tan 0- d'u : ,"r' 0 de.]

I  @,  + ;+8 :  I  1 " ,  r1 ru :  J  ' u^e  I  ano  u2  + r :  sec2  e  )
: I cos2 0 d0 -- L f tt* cos 2q de : L(ef sin 0 cos?) + C

: i [,--' u + 7f,,,] * 
" 

: ] [t'"-'('+ tl * a#h] * 
"

2 8 . 5 -  4 r - 1 2 :  - ( * "  1 4 r i + )  + O - 9 -  ( r - 1 2 ) 2 .  L e t u - -  r - 1 2  +  d u : d r .  T h e n

I '  d , r  l '  d . u  [ 3 c o s 0 d " 0  f * n e r e u : 3 s i n l . d u : 3 c o s e d l . f
J  O-* - ; fn :  I  1s - " ry : /  t s - ' g ) '  I  anoJs=A:3cosg  I

-- L I seca 0 a0 : h [ (tan2 0 + 1) sec' 0 ae : *[] ta"3I + tan 0l + C- 8 1

r f  u3  3u f , ^  r f  @*2 )3  3 ( r+2 ) f , n:  13tg-aV- u6-pl  * ' :  24BlO-*-Aln-6l l  - "
) t

29. Let u : *' . du : 2r dr. Then

f  r \E-7 d, r :  I  ^ /T -a Gar)  :  + . fcosg.  cos!d,0 f *n*"" , :  
s in | 'du:  cos ed0'1

I and JT=E: cos t )
: + I *(t + cos20)d,0 : i0+ $ sin20 + C : i0* ] sin 0 cos? * C

: ]  sin-1 
" + ju,, / t  -E * C :]  sin-1 (* ')  + jr2yI -7 + C

33.

34.

30. Let u : sin t, du : cos t df. Then

[ " ' '  -#0 , :  [ '$du:  [ " ' ^ :4 , " , ,ed"e
J o  , / t + s i n 2 f  J o  t / r + u 2  J o  s e c

: I{'n secl dn: ltr,lsec0 * tunell"/n

: tn(t/2 + 1) - ln(1 * o) : In(r/z + t)

31. (a) Letr: atan6, where -t < e < t. Then !/FTA: osec 0 and

t - -@- -  : I o r " , ' ed ' e  f  '  
l secg+ tan l l +c ,  

' l ' / F+a  ! l +c ,
J  J x 2 + F -  I  , s e c d  

: /  s e c 0 d 0 :  l n l s e c 9 + t a n 0 l - t C t : l " l -  +  
o 1

: t n ( ,  +  / . '  +  
" ' )  

* t  w h e r e  c  :  c t - l n l a l

(b) Let tr : asinhf, so that d.r : acosh td't and {7 +A : ocoshf. Then

[  - L  :  I  
a c o s h - t d t  : t t c  :  s i n h - '  !  + c .

I  { r 2  l a 2  I  a c o s h L  a

32. (a) Letr :  atane, - t  < 0 < f  .  Then

: /  (sec0 -  cos e) d0 : ln lsecd + tandl  -  s in 0 + C

- r ^ l l 7R - . { l  r  - , (  r ; , ^ r \ - - 4+c ,: l " l  
o  * ; l  

f f i  
* c ' : l n ( z *  V r " t a "  ) - f f i

fwhere 
u : tan 0, du : sec2 0 de,]

I and 6TA: sec 0 )

lby (1) in Section 8.21

35.


