
8 N TECHNIOUES OF INTEGRATION

8.1 Integration by Parts

1 .Le tu :  l nu ,  du :  r d , r  =+  du :  d r l r , u :  l n2 .  ThenbyEqua t i on  2 ,  I  ud ,u :  uu  -  
[  ud "u ,

. [  r l n r d , r :  f , r " ] n r  
-  

. [  ] r 2 @ r l r ) :  t r "  l n r  -  
] . [  r r t r :  * " r  l n r  -  

] . ] r 2  + C

: i , r '  l r i n -  j n 2  + C

2. Let rt : 0. du : sec2 0 de -> du : dg. u : tan 9. Then

[  0 s e c 2  g  d 0  :  0 t a n T -  . f  t a n  0  d 0  :  0 t a n T -  l n  l s e c  0 l  +  C .

3 .  L e t u  :  t r , d , L t :  c o s S r d r  +  d u :  d r , , 1 r :  I s i n 5 z .  T h e n b y E q u a t i o n 2 ,

. f  r c o s S r d r :  i * s i n 5 r  
-  

. f  + s i n 5 r  d * :  * r s i n 5 r *  f r c o s  5 r - t C .

4, Let'u : tr, du : e-* dn + du : dr. u : -e-x:. Then

I  * " - "  d r :  * r e - '  +  . [  e - ' d r :  - t r e - *  -  e - "  +  C .

5. Letu : r ,  du : e' i2 dr + d,u : dr.u :  2e'/2. Then

I r " ' / ' t  r ] . r  :2re ' / '  -  
I2e ' /2  r l r  :2re ' /2  -  4e ' /2  +  C.

6.  Let  u  :  t ,  du :  s in2td t  +  du:  d t .  u  :  - ]  cos2f .  Then

/ ts in  2 t  d t  :  - ] tcos 2 t  +  + J '  cos2t  c l t  :  - j tcos 2 t  +  +s in2t  
- t  C.

7 .Le tu :72 ,  du  :  s i n  r r d r  +  d ,u :2 r c l r  and  u  :  - f  cosn r .  Then

t :  f  1 2  s i n  r r d r :  - * r ' c o s r r +  
+  I  r c o s r r d , r ( * ) .

Next let U : r, dV : cosrr dr =+ dL[ : dr,V : 1 sin n-J, So

/ r c o s r n d r - -  | r s i n n - : i : * + f  s i n n r d r : * r s i n r r f  ; L c o s r n ] _ C t  S u b s t i t u t i n g f o r / r c o s T T n d r i n ( x ) ,

w e g e t  I  -  - | r ' c o s t r r ' l  
] ( f  z s i n  n r *  $  c o s T r ' r  + C r ) :  - *  r ' c o s i r r +  $ r s i n r r - t  ] r c o s r r - l C ,

where C : ZCt.

8. Let u : a2, du : cos mr dr

Then 1 : [  * '  ,o"m.r dr :
.t

(J :  r ,  dV : sinrnrdr + dl-J :  dr,V : -L cosrnn, so

/rsin mr dr :  -*,  cosntr + * [  cos,mr dr :  -1rcos Tnr + ] sin mr I Ct.

Substituting for / r sintnr dr in (x), we get

I  :  * . r '  s inmr -  
*Cfzcos mn +$ s in  mr  I  6r )  :  j r2  s inmr + f i rcosmLr  

*  
f r  s in  mr  + C,

where C -  - *Ct .

+  d u : 2 r d r , u : * s i n r n r .

l ' 2 . r r
fi.r" sinmr - 

*. I , sinntr dr (x). Next let
, l



s98

9.

tI CHAPTER 8 TECHNIOUES OF INTEGRATION

Le tu :  l n (2 r  t  I ) ,  d ,u  :  d , r  +  d ,u :  
# tdn , ' t )  

: 2 .  Then

f f
| | n ( 2 . c - t 7 ) c l r : . r | n ( 2 r | 1 ) - t : + - d . r : r I n ( 2 r + 1 ) - [ # o "

J  J  2 r 1 - l - *  
" - - - \ -  

1  z r l l

: r t n l 2 r+1 ) -  f  ( r - r+ )  d , r : n tn (2 r+1 )  -  *++ tn (2 r+1 )  +C
J  \  2 r * I /

t"(zn + 1) In(2r + 1) - r 't C

10. Let z : sin-1 r, du : d"r + d't 
dr,t : 

JT _A' 
,u : r. Then

/ s i r r - 1  r d ' r : r s i n  t * -  
[  

- # d r .  S e u i n g  t : 7 - n 2 , w e g e t  d , t : - 2 r d , r , s o
J  J l  - 1 2

-  t  - : g - :  -  [ [ 1 / z ( - * a t ) : 1 ( z t ' l ' )  +  C : t ' / ' + C :  \ n - t  * C .  H e n c e .
J  v / l  - i 2  J  

\  z  '  z \  /

/ s i r r - 1  r d , r :  r s i n - l  r +  t / t - 7  + C .

11 .  Le t z :  a r c tan  4 t , d ,u :d , t  =+  du :  
r+h t yd t - -  # r6 t rd ' t . u : t .  

Then

f 
urrtun4td,t :l arctan nt - 

I #" 
d't : tarctan nt - * | #@ "

:  tarctarr  4t  -  * ln(1 *  rc*)  + C

+ d,u : ! oo, u: |pG. Then
p

t .[ puap: tpu I"p - #pu + c.

12. Let u -- lnp, du : p5 dp

I nu hrp dp : f,n6lttp 
-

13 .  F i r s t  l e tu :  ( I n r )2 ,du :  d , r  +  du :2 ln r '  j d t r , ' t ) :  r .  ThenbyEqua t i on2 ,

7 :  / ( l n  r ) 2  d r :  r ( l n  r ) ' - 2 [  r k t r . ] a r :  r ( l n  r ) ' - 2  [ l n r d z .  N e x t l e t ( J  : l n r , d V :  d r  = ]

d IJ  :  l f r  d" r ,V :  r to  get  f  hrdr  :  r ln r  -  
[  n .  ( t l r )  dr  - -  r lnn -  

[  d*  :  r ln r  -  r  lCr .  Thus '

1  :  z ( ln  r ) '  -  2( r ln t r  -  r  i  Cr )  :  r ( ln  r ) '  -  2r lnr  1  2r  - tC,  where C :  -2Ct .

14 .  Le t  LL : t 3 ,du :e td t  +  d ,u :3 t2  d , t , u :  e t .  Then  t : . f  t 3e t  d t : t 3e t  -  
[ 3 t2e 'd t . I n teg ra tebypa r t s

twice more with du : e" dt.

I : t 3e t  -  ( J t ' e ' -  [ a te t  d t ) : t 3e t  - 3 t2e t  +6 te t  -  
[  oe t  d t

: t 3 e t  - 3 t 2 e t  - l 6 t e t  - 6 e t  * C :  ( t "  - z t ' + 6 t -  6 ) e t  + C

More generally, if p(t) is a polynomial of degree n in t, then repeated integration by parts shows that

I

I  p ( t )e 'd t :  l r ( r )  
-  p ' ( t )  +p" ( t )  -  p " ' ( t )  + . . ' +  ( -1 ) 'p ( ' ) ( t ) l  e t  +  c .
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15,  F i rs t  le t  z  :  s i13d,  du :  e20 d0 + c lu :3cos39 d,0 ,  u  :  |e2e.  Then

t :  I  e20  s i n3ed0 :  i " "  s i n3d  -  
3  t  " ' 0  

r o "30de .Nex t l e t  ( J  :  cos30 ,

dV : e'e d0 + d(J :  -3 sin 30 de,V : | ."" to ger

I e20 cos30 d0 : *." cos 39 + 3 I e20 sinSe d0. Substituting in the previous formula gives

I :  i " " u  s i n3d  -  
1 " " t  cos39  -Z  

t  e2e  s i nSed ,e :  I " "  s i n3d  -  
1 " " t  cos39  -  

l t  +

f  t :  | e2e  s i n30  -  
f e20  cos3d  *C t .  Hence ,  I - -  + " " (2s in3g  

-3cos30 )  +  C ,whe re  6 :  f t e .

16, First letu :  
" 

e 
,  clu: cos 20 (10 =+ f lu, :  -e-0 , i ;0, r:  j  sin 20. Then

t  :  [ " -e .o ,  20 d"e :  i " - t  s in20 -  
I  +s in20 ( - " - t  d0)  :  ]e-0  s in  20 + ]  [  e  0  s in20 d"0.

Nex t l e t  L I  :  e -0 ,dV  :  s i r t 27d0  +  d [ J  :  * e -0  de ,V  :  -+cos29 ,  so

I  " - o  
s i n20d0 :  - | e -0  cos20  -  

. [ ( - ] )  cos20 ( -e -0  d0 ) :  * ] " - t  cos20  -  
+  I  " - 0cos20d0 .

So1:  ]e -ds in20+  + l ( -L " - t  cos20)  -  I t l :  t " -u  s in20  -  i " - t  cos20  -  j I  +

f ; t  :  |e-o sin20 - je-e cos2g I Ct =+

t :  t( i"- t  sin20 - je e cos20 + CI) :  ?"-t  sin20 - 
t .- t  cos20 -t C.

l l .Letu, :  'A,du : sinhA d?) + du : dy, u :  coshy. Then

/ys inh a du :gcosh a -  
I  coshg da :  acoshy -  s inh a  + C.

18. Let rL : U, du : cosh u,'g dg

l '  y  s i r rh  uy
/ y t'osh a tl dA

.l a

19.  Let  u , :  t ,  dr ;  :  s in3td t  +

ff t  sin 3t cl t  :  [- ] t  cos St] l

+  d u : d , y . u :
sinh au

.  l nen
a

y sinhay coshag- 
: I 

sinh a'Y rtY : +c .
a2

l l  1 t  -

'  7 f r
|  3  J o

dt, u : -] cos 3f. Then

cos 3r at : (*" - o) + j fsin st]j - T

20. First let u :  12 + I,  du : e-* dr + du : 2r dr,I)  -- -e-*. By (6),

. f i @ '  *  1 ) e - '  , I r :  l -  ( r ' 2  + t ) "  ' ] j n  
f t z r e - ' d . r :  

- 2 e - t  +  1 +  2 . [ ]  r e - "  d r .  N e x t l e t

U :  t r ,  dV :  e  *  dr  +  dU :  dr ,V :  -p- r .  By (6)  again ,

f t  r " - "  117 :  l - re  
' ] l *  

I i  " - ' r i r :  
-e - '  +  l - " - ' ] l  :  - " - t  -  e - r  *  1  :  -2e -1 f  1 .  So

f t ( r ' * t ) e - ' d , r :  * 2 e  t  +  1 +  2 ( - 2 e - r  +  1 )  :  - 2 e - 1 +  1  -  4 e - r  + 2 :  * 6 e - r  + s .

Z l . L e t u  :  l n  t r , d u  -  t r '  f l n  +  d , u  :  
* O r , u  

:  - * _  ' .  B y ( 6 ) ,

- "  d , r :  -+ tn2 *1 ,1r  i -+1 '  :  - | rnz+0 -  i  +  r  - -  +  -  | tnz .I  r l
L  

- l  
I

22.Letu : in t, du : t/ttlt + du : tltf t, u : ]t3/2. By Formula 6,

I i  J i tn t t r t :  l3 t ' r " " r ] ;  
-?  t , / Ia t :  i .8 . rn4-o-  [ i  

.? t ' , , ) ,  :  +  rn4_f  ts  -  1 )  :  f  ha-  f f .

1|#0,:l-ryr,* 1,"
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23.Let ' t .L:  U,d,a:  h 
:  

" -"od'a 
+ d 'u:  d 'g 'u:  - I -"- 'o 'Th"n

1t ,tr . ft 
"-ro 

da -- ei"- ' +0) - i ["-"1.
l"' h as : l-|u"-'o)r* i J,

24.Let l : :  t r ,d 'u :  cscz nd ' r  +  d 'u :d 'n 'a  
-  -cot r '  Then

l:l: . csc, r d,n - r-r cot rrit,2n + I:l: cot r d,n - -t ' 0 + r' r + fr" l.in*l)^^!,,'n [see Exercise 5'5'75]

:  i  + ln1 -  tnh -  i ,  +o -  ln 2-r lz :  t  + l tnz

Z;.Let,  :  cos-1 r ,d,u :  d,r  + d 'u:  -# 'u --  n '  Then

r r l2
, :  Jo 

.or - '  nd,n: l r .or - '  * ) : ' '  *  I r ' ' '  f f i : t '=*  l r ' 'n  
t - r /z  [ i " l 'where 

t : r -n2

+  d , t -  -2nd r '  Thus ,  t  :  E  +  L  j l t ^ r t t z  d t :  E+  L l l l u ' n : t  +1  -  + :  t ( ' +6 -  3€ ) '

26 .  Le t  I t r :  f r , d ' u :5 *  d ' r  +  d ' u :  d ' n ' ' :  ( 5 * I l n5 ) '  Then

l*1.:*-#.#
: 

I;E (h 5)2

+ d,u: ff ia". 'u 
: sinr' Then

I _ - [ c o s r l n ( s i n r ) d , r : s i n r l n ( s i n f r ) -  
I c o s r d , r : s i n r l n ( s i n r ) _ s i n r * C .

Anothermethod:Substi tutet:  
sin n'sod't :  cos nd'r '  Thent: I lntd' t : t lnt*t+C 

(seeExample2)and

:  -Lr"- '  -  i " - '  + 1:  1- 1"-"

31. Let u =

[ '  *nt
J t

LetU

f L  e r , .  f " b ' l t -  f  5 *  a * : j _ - -o - *
Jo " r -d r : LGb lo - Jo  

l n5 * -  1n5  rnc

5 4

so Ji

32. Letu

I : l

Iule

I t :

2I --

33. Let't

d u =

34. Let

d ,u ,

35. Let

No

I
2

36 .J

ln Exer

37. L

J
\
\

29. Letw : lyln + d'w : d'nlr 'Then a - e* anddr :  e* dt l '  so

J cos (ln r) d"r : I e- cos w d'w : *'"* (sintr'' * cos w) + C

- *,r[sin (Inr) + cos ( lnr) l  + C

30. Let ,.'L: 12 L- 4, + d,u - 2r d'r,1) : lqTF BY (6)'

-JE-?(s) ' ' '+3(s)  - ' /5( r -18)  +f  :  +-z 'B

[by the method of ExamPle 4]

l,'



3 1 .  L e t r :  ( l n  r ) 2 , d , u :  r n d *  +  d , t t : 2 1 ! 2 d n , , t ) :  
f  

. U r , U r ,

l r '  ,n{rnr)2 d"r: 
[+ 

(r"r) ' ] ' , - ,  
l , '  t r ,rd,r:? (r, ,  2), _ 0- z l . '  +rnrd,r.
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Lettl : Ir.n, d,V : { O" + dll : ! ar., : 
f i .

f 2 t : a  _  [ r 5  f 2  f 2  1 4  l  r E 1 2Then  /  ? t " r d r :  l " ^ t " z l  -  |  , ^a r : f t r n2 -0 - l + l  : g rn l - ( # -# )
J t  c  1 2 5  j r  J r  2 5  z o  

L 1 2 5 l r

s" / , ' ra ( tnr )2  d , r :  f  ( ln  2) ,  -z ( f i tn2_ #) :  f f (h  2) ,  -  f f tnz+ &.

3 2 . L e t z :  s i n ( f  -  s ) , d u :  e "  d s  +  d u :  - c o s ( t  -  s ) d s , u :  e " .  T h e n

t :  I J e " s i n ( t  -  s ) d , s :  [ e " s i n ( r -  " ) ] 3  
+  f i e "  c o s ( t -  s ) d s :  e t s i n 0 - e 0 s i n t f  1 1 .  F o r

1 r ,  l e t [ / :  c o s ( t  - s ) , d V :  e " d s  +  d ( J :  s i n ( f  - s ) d s , V :  e " .  S o

1 1  : l e "  c o s ( f - " ) ] 3 - f ; e " s i n ( t  -  s ) d , s : e t c o s O - e 0 c o s f  - 1 . T h u s ,  I  -  - s i n f  * e ' - c o s t _  I  = +

2 I  :  e t  - c o s f  - s i n t  +  t  :  * ( e ,  
- c o s t - s i n t ) .

33.  Let  w: l / i ,so that  t r :11)2 andd, r :2u:dt l .  Thus,  I  s in f - rd , r :  [2us inud,u.Nowusepar tswi th  LL:2u) ,

du : sin u dw, du : 2 dw, u: - cos u-' to get

[ 2tu sinu du : -2w cos ?rl + [ 2cos ?, d,u : -2u costu * 2sintu * C

- -2 fi cos ,/i + 2 sin 1/i * c :2 (sin ,/i - 1/i cos G) + c

34' Let u : fi, so that tr : ?t)2 and d.r :2utdar. Thus, Ii "fr 
a" : I? e-2wdtr.r. Now use parts with z :2u),

d 1 ) :  e -  d w , d u : 2 d , w , ' u :  e -  t o g e t  [ r 2  e - 2 w d , u , t : l 2 u e - ) l - 2 l i  e -  d , u : 4 e 2  _  2 e _  2 ( " ,  -  e ) : 2 e r .

35 .  Le r  t r :02 ,so rhar  d , r :20d0 .  Thus ,  f f f i #cos (02)  d0 :  Ih02cos(02) . ieed0) :  +  [ : , r r cos rd " r .
Now use parts with ,rtr: fr, du : cosr dr, du - dr, r.r : sin r to get

+  f f , r rcosr . l * : * ( [ rs in  r ] In -  f [ , rs in rd , r ) :  ]  [ rs in  n - tcosr ] In

: i ( " s i n z ' t c o s n )  - + ( ; s i n f  * c o s f )  : t ( " . 0 - 1 )  - + ( ; . 1 + o )  :

3 6 .  I  r ' e "  d , r :  [  ( " " ) ' " * ' * r ] r :  I t 2 e t ] d t  [ w h e r e  t : x : 2  = +  ] d t : r d r l
-  t  ( t ' - 2 t + 2 ) e t  + C  [ b y E x a m p l e 3 l  :  * ( * n  - 2 r 2  + 2 ) e * '  + C- 2

ln Exercises 37*40,let /(r) denote the integrand and F(r) its antiderivative (with C : 0).

37. Let?t : fr, du : cos rr dr =+ du : dr,2 : (sin rr) f r. Then
/  s inr r  /  s i
|  , r o " r r d . r :  r .  -  -  I  

n n '  
d . r : ' " ' n n *  +  

t o t l "  
+  C .

J tt J 7r ir 
' 

7r2 
' v'

we see from the graph that this is reasonable, since f'has extreme values

where / is 0.

) and

_ I  _ n
2 4

t . 2

{" '-
{ !" l

.o'=. t

Y 
\-"r'

I
,,\U
\r,l F

-1.2
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(b) Using n:3 in parr (a), we have ff /2 sin3 r d,r :  Z 

I{/ t  " it  J;" '  sinr dr :  l - f  cosr] [ , ,  :  ZJUsing rt:5 in part (a), we have [d/2 sinsz d,r: ! 
ff/2 sin] rd.r: f 3 : *(c) The formula holds for n : I(that is, 2n + 7: 3) by (b). Assume it holds fbr some k ) 1. Thenr n  / 2

I  s i n 2 k * 1  r d , r :  2 ' 4 ' 6 " " ' ( 2 k \
Jo  s ' f f i 'BYExamPle6 '

/o''' 
sin2k*' r rtr : 

#X /o^ 

'' 
sin2k*l r d,r : 2 k + 2 2 . 4 . 6 . . . . ( 2 k )

2 k + 3 3 . 5 . 7 . . . . . ( 2 k + 1 )

so the formura holds for n : k * 1. By induction, the formula hords for alr n ) 1.
44' using Exercise 43(a), we see that the formura holds for n : r,because

ff/2 sin2 ran: + ff,, Id.x: +l"l:, '  :  + t
N o w a s s u m e i t h o l d s f o r s o m e  k >  r . T , r n  [ " / ' s i n 2 k  r d r : 1 : l  5 ' - - .  . ( 2 k - r ) r

Jo 2 TC::' l2k) i'Bv 
Exercise 43(il'

/o" ' '  r i , '2(k+r; rd,r: '*# 
/o" ' '  sin2k ra": 

f f i  
t  t  - f  .A., ,?i;pt

so the fbrmula holds for n : k * 1. By induction, the formula hords for arl n ) 1.
45 .  Le t r r :  ( l n  r ) n ,d ,u :  d , r  =+  d , r r :  n ( l n r ) - - r ( d , r111 , , t r :  t r .ByEqua t i on2 ,

. [ ( ln r ) "  d , r :  r ( \n* ) -  -  
[  nr ( lnr )n- t@,r / r ) :  r ( t . ,  r ) -  _n, . [ ( Inr )n-1 r l r .

46 '  Le t  11  :  an ' du :  e ' d ' r  =+  d ' t t , :  n rn - t  d r , u :  sn .ByEqua t i on2 ,  
I  r ne "  d , r :  t r ne ,  - n  

l . r n - re ,  d f i .
47. Let u : (*' -t or)n, d,u : d,r =+ d,u : n (rt + or)n- 2r d,r,t.r : r. Then

.[ ("' -t o')n ,J, : , (r, i or)n _ 2n [ ,, (*" + or)n-, d*

: '  ( "  +  o ' )n  -  2n l l  t *  t  o" )n  d , r  -  o '  [  ( r ,  - l  o r ) " - t  or ]  [s ince r ,  :  ( * ,  +  or )  _  a2 l

f
I
I

48. Let

(2"

( r ' +

+  1 ) /  ( r ' + a 2 ) "  d , r :  r ( r 2  - t o r ) n  + 2 n a ,  I  ( " ,  * o r ) n - r  d , r , a n d

a ' )n  d , , : " r ; r : * r '  . # *  
l f *+o , )n - , , r *  [ p rov ided  2n+r : : l t .

u : n-", rlu : sec2 r d'n + d,u : (n - 2) secn-3 r s"c rtanr crr, u: tan r. Then by Equation 2,

; [ ' sec ' r d , r : t an rsec ' - 2  r  -  ( n -2 )  I sec ' - 2  r t an2  rd , r

:  tanrsec'-2 r - (n _ 2) I  secn.-2r (sec2 r _ I) d,r
:tan trsecn-2 r - (n - 2) I secn x)d,r + (n _ 2) f secn-2 nd,r

s o ( n  - 1 ) . f  s e c ' r d , r : t a n n s e c n - 2 r - t ( n _  2 ) l s e c ' - 2  r d , r .  l f  n _ I f  0 , t h e n
f  n  .  t a n r s e c ' - 2 r  

* ! _ :  
f

J r s e c  
" r d ' r :  

n - r  n - i / s e t ' - 2 " c d r '


