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14. Let u : 5t* 4. Then d'u :5 clt and at : ! du' so

t  I  f  .  ' z ' '  r  \  I  1  " - 1 ' 7  '  n -  
- I "

. l  @+ryo ' :Ju- " ' ( id " )  
=au * " -8 '5*

15. Let u : 4- t' Then du : -dt and flf' : -du' so

f  JT-dt :  I  urtz (-d"d - - ?utt '  * C : -Z@ - t)t t '  + C'

16. Let u -- 2an - 1. Then d'u : 8at ila and y3 da : i dz' so

I  a 'Jzr^ -da :  J  u ' t " ( ta ' )  - -  * 'Zu ' t '+c:  SQun -r ) ' / "  +c '

17. Let u: rt .  Then du : rd' t  ancl dt :  f  du' so

J  s i nz r t  d t :  I s i nu  ( |  d ' u )  :  * ( - t o t  u )  +  C  :  - L  cos r t - tC '

18. Let u : 20. Then du : 2 d'e and d0 -- | du' so

I sec20 tan20 ag : .fsecutan u (+ du) : ] sec u * C - i secL- sec20 1- C.

1 9 .  L e t  u : ' f i . T h e n  d u  :  
* ^ " d  + d t : 2 d ' u ' s o

| # 
at :  Icosu (2 du) -- 2sinu * C : zsin& -r C'

20. Let u : 1+ *tl ' . Then du : i2rr/z d'r and 1fi dr : t-  ? d u , s o

!  J , s i n ( 1  r  , z / z ) d r :  J s i n  u ( i a " ) : 3 ' ( - c o s u )  + C :  - if  c o s ( l  + * ' l ' )  + C .

Z l . L e t u : s i n g .  T h e n  d ' u : c o s | d ' L , s o J c o s g  s i n 6 g  a g :  I u 6  d ' u : l u '  l C :  ] s i n 7  0 + C '

22. Let u : |* tang' Then d'u : sec' 0 tl?' so

J ' ( r  + tan0)b  sec2  0a0 :  Ju5  d 'u :  tuu  l c :  t ( r  + tang)6  +c '

23. Let u : L + z3.Then du : 322 d'z and z2 d'z : ] du' so

r  z2  :  I u - r t rGau ) : t r . 1u ' 13+C: ; ( 1  1s3 )2 /3aC '
l - r f f id :  . t  -

. l  v t - T .

24. Let 1,1 : an| * 2br* c. Then d'u : 2(ar )- b) d'r and (ar * b) dr : ) du' so

25.Letu:  cot r .  Then d 'u :  -csc2 rd ' randcsc ' r f la :  
-du 'so

f  . -  2  f  - , , ) : - I : * C : - 3 ( . o t a f t 2 a C .
I  J * L - c s c ' r O ' :  J  

t / u \ - d u t : -  W  
r L

2G. Let u :  T. Then d'u :  -# o' una \ d'r :- l  d' ' 'o

t  
gf d. -- 

l .o,u(- *^) : -+sinu * c - - l ' i" i  *"

27. Letu : sec r' Then d'u : secr tan r dr' so

J s e c ' z  t a n  r r l r : J s e c 2 r ( s e c r  t a n  r ) d ' r :  ' [  u ' d " u :  l u t  l  C :  ] s e c 3  r l C '
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35.  / ( r )  :  s in3t r  cos r '  u :s i r tn  +  du :  cosrdn 'so

Jsin3 r cos rd,r : I us d'u : iun * C : ] sina r * C

Note that at n : [, f changes from positive to negative and F has a local

maximum' Also, both / and F ateperiodic with period zr' so at z : 0 and

at r :n , fchangesf romnegat ivetopos i t iveandFhasloca lmin ima.

36. /(d) : tant2 0 sec2 0' u -- t'anl + d'u: sec2 0 d0' so

I tan2 0 secz e de -- [ u2 d'u : tu' * C : ] tan3 0 + C

Note that / is positive and F is increasing' Atz - 0' f : 0 and F has a

horizontal tangent'
-2

37.  Le t l r :  n -  l ,  so  4u :  d , r .When t r  :0 ,u :  - l ;when r  :2 '11 ' :  1 '  Thus '  t i ( "  
-  t )25  dr  :  I1 'u25 du=0

by Theorem 6(b)' since f (u) : u25 is an odd function'

3 8 .  L e t  u : 4 * 3 r , s o d u  : 3 d ' r ' W h e n  t r : 0 ' u : 4 ; w h e n r  
- - 7 ' u : 2 5 '  T h u s '

l" '  ,tr+uo*: lo'u JaGd'u):tJffi 'nu :Z(25un - 4'/ '): 'u{"' - ')

39.  Let  u  :  |  +  2rs ,so du :  6r2dr '  When f r  :  0 'u  :  l ;when r  :  ! ' rJ :  3 '  Thus '

I i * " ( r+zru)u  a* :  I lus ( f ,au) :  t [ t "u ]? :  # (3u  -  lu ) :  * (zzg  -  1 ) :

4 0 .  L e t  ' t L :  n 2 , s o d ' u : 2 r d ' n ' W h e n  r : 0 ' u : O ; w h e n r  :  \ f t ' L L : r t '  T h u s '

l {  - c o s ( 2 2 )  a r :  I { c o s u ( }  d ' u ) : } [ s i n u ] [ :  ] ( s i n z r - s i n 0 ) :  ] ( 0 - 0 )  
: 0 '

41. Let u -- tf l ,so du : iat'When t 
: 0' u : 0;when f : 1r)'tt : r 14' Thus'

lf sec' (t l4) dt : ff/n sec2 u @d'u): aftanu] ; 'n 
:4(tan Ln - tanO) : 4(1 - 0) : 4'

4 2 . L e t I t r : T t , s o d z  :  r d ' t '  W h e n  t :  t ' u : t ; w h e n  
t :  i " t l :  

L 2 '  T h u s '

tl: .""rt cotnt d,t : Iift .rru cotu (| au): + l- cscu]l',"u: -* tt - 2) : *

$. [:'^"/"
lu,^tunt o d,o : o bY Theorem 6(b)' si)' since f @) : tan3 g is an odd function'

-0.35

1 .

1 3
f2 dr ^t  ̂ - . ;^+ ^:^^- r/  - \  r  -  has an inf inite discontinui ly at r :  ; '

*. 
J , @#T 

does not exist since f lt) : Q; - 3Y 
n

4 5 .  L e t ? r :  c o s  0 , s o d ' u -  - s i n 0 d g '  W h e n  0 : 0 ' u : \ ; w h e n 0 : ]. rtrus,

Io"''#, or: I, 
-+: 

l,',,''*:l-I)',,,
t .

f n /2 12 sinr , n L-. -r'L^^-^.- 
'r- sll-r 

is an odd function'
* 

.l --^,"7# 
d'r : }bv Theorem 6(b)' since f (*) : t 

r + *u

4 t .Le tu - -  l * 2 r , sodu  : 2d ' r 'When  t r : 0 ' u - -  l ;when r  -  13 '  u :27 '  Thus '

F

t

I\
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SECTIOI{ 5.5 THE SUBSTITUTION RULE N {OT

L e t u :  s i n r ,  s o  d z :  c o s  r d r . W h e n r : 0 , , u , : 0 ;  w h e n  n :  t , u :  l .  T h u s ,

ff/2 cosr sin(sinr) d,r :/01 sinz du : l-cosu] 
1 - -1cos 1 - 1) : | - cos 1.

L e t u :  r  - 1 ,  s o u *  I :  n a n d d u :  d r .  W h e n  n : L , u : O ; w h e n z  : 2 , L r :  L .  T h u s ,

12 t -  
f r  @+t)1f i ,au:  I i@e/2 *ut / ' )au: l?ru, ' *3u", ' ] : :  ?  + 3:  +€.l . ' p t / n - L d r :

I - e t u : ! + 2 r , s o r :  t @  -  1 )  a n d  d u : 2 d n . W h e n n : 0 , u :  l ; w h e n  r : 4 , u : 9 .  T h u s ,

[^ +g- : fn 
tt,@ 

-t) a" t fe , rr: l?u"t, - 2rr/rfs
Jo t/T+ zr Jr ,/u-; 

: i  J, t" ' ' '  - u-r/2) du: i L" J r

: i,. Zlu"'' - tu'''ll : * K2T -e) - (1 - 3)l : T : in

Assumea  )  0 .  I - e tu :  o ,2  -  t r 2 , sodu :  - 2 td , r .  When  n :0 ,L r :  a2 ;when  r :  a )u :0 .  Thus ,

t l  nt /F -Fd,n: I ! ,u ' , '?Lar) :  + I ; '  u ' / 'du= +.1?rt , '1 i '  :  *o".

Let u : r' + a', so du : 2r dn and n d* : *du. When t : 0, u : a2 ;when t : a, u : 2a2 . Thus,

lo" * ,ffi n : I.'"* ur/" (* du) .: tl?r',r1',i' _ l+ur,r,'"t"
: trltz"')3/2 - @')'/'f : tQrt - \oB

[i,, tM ar: 0 by Theorem 6(b), since f (*) : rlffi is an odd function.

From the graph, it appears that the area under the curve is about

1+ (a fittle more than ] . 1 . 0.7), or about 1.4. The eiact area is given by

A : I: AF d,n. Let u : 2ra 1, so d,u : 2 d,n. Thelimits change to

2 . 0 +  1 : 1  a n d 2 . 1  +  1 : 3 , a n d  
!

A: [: 6,(+d,u) : t l1"',,1i : +(s/g - 1) -,n -] = 1.3ee.

From the graph, it appears that the area under the curve is almost

| 
.n .2.6, or about 4. The exact area is given by

A : I{ Qsinu - sin2n)d,n - -2 [cos r]fr - ff sin 2n dn

:  - 2 ( - L  -  1 )  -  o : 4

Note: [{ sin2r d,r :0 since it is clear from the graph of A 
- sin2r

tnat ff,rsin2rd,r: - 
ff/'sin2nd,n.
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66. Let u, : 7t - r. Then du : -dn When r : rr,u : }andwhen tr : 0,u : zr. So

ff r/(sin r) d,r: - fi(" - z)/(sin(r - u)) a": ff (a' - u)/(sinu) du

: 
" ff /(sin u) du - ff "f(rinu) 

du : 
" ff /(sin r) dr - I{ "f("inr) 

dr

=+ zff  nf (sinr)dr:" f f  /(sin r)dr =+ ff  r f  (sinr)dr: t  [ ;  /(sin r)dr.

67. Let u : 5 - 3n. Then du - -3 dr and dr : -] du. so

[  =o*=  :  [ !e lau ) : -+ ln lz l  *  c_  - j rn l s  -s r l+c .
. l  5 - 3 r  . l  u '  3 * * t  3

68. Let LL : n2 f 1. Then du :2r d,r and r dr : I du, so

I *o* :  I+ : ] rn l z l  
t c : | tn ln2+11  +  c :L rn (n2+1)  +c  [ s ince  n2+L>01

o r  l n ( r 2  + 7 ) r / 2  * C : l n . r / F  a t 1 C .

G9.  Letu :  lnr .  rhen or :  
* . *  [  

"Y 
d, r :  I  u2 du:  tu"  *  C : ] (hr )3 + C.

70 ,  Le tu :  t an - r r .  Then  d r :  
d *  [  t an -1  r  ' -  [  .  '  " '  

( t a " - t " ) '

r+  r i ' *  J  r+  r t  o"  :  
. l  

udu:  ;  +c  :  ) -  
2 - - -  +c '

7 1 . L e t u :  l *  e ' . T h e n d u :  e *  d t r , s o  I  e ' t / I +  e ,  d r :  [  , / u d u :  ] u s / 2  * C  : 3 ( t  +  
" " ) t / ' + C .

Or: Let u : \E + e*. Then u2 : I I e* and2ud,u : e* dtr,so

I  e ' f u  e *  d r :  I  u . 2 u d u :  ? u t  i C  : 3 ( t  +  
" " ) t / ' + C .

72. Let u : cos t. Then du : - sin f dt and sint dt : -du, so

[  " ' " ' t s i n t  
d t :  I  e "  ( - d u ) :  - s u  - l C :  - e c o s ' + C .

7 3 .  L e t u : l n z . T h e n  a u : 9 , r n  /  + :  [ 4 : h l z l  t c : l n l l n r l  + c .r  J : r Inr  . l  u

74. Letr .L:  e '  *  1.  Then d, ,u:  e '  d.r ,so [  -" '  -  d,* :  f  du

J  e * t r  l ; : l n l z l  
+ C : l n ( e " * r ) + C '

75. [  "otrd,r  
:  t  ry:d,r .  Letu :  s inr .  Then du --  cosrd,r ,so

J ./ srnu

I  c o t r d ,  :  I  !  d u  : l n l z l  +  C  : I n l s i n r l  +  C .

76. Let u : cos r. Then du : - sinr dr and sin r dr : -du, so

/ s i n z , [ - d u
t  . ,  ^ ^ ^ , , - a r :  |  . ,  : r : - t a n - t u + C : - t a n - l ( c o s z ) f  C .

J  r + c o s - z  . l  L - t u '

77. Letu : I * n2. Then du :2r dr, so

|  ##d,r--  I  i *0,*  |  ,#d.r :Lan- '**  l+: tan-r  *++rnrzl  *c
:  t a n - l  

" +  t t n l l  +  r ' l + c : t a n - r  
" + + t n ( t  +  r ' )  +  c  [ s i n c e  1 + n 2  >  0 ] .


