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The primes less than 2b ne 2, J, E, T, LI, !8, LT,19, and 23. There
are 9 of them, so r(25): 9. We use the sieve of Eratosthenes, and
mrive at the figure at right. There are 2b numbers left over. so
r ' (100) :25.

Let f (n) : 
ffi 

we compute /(100) : 
#fr* 

r 1.1b,

/(1000) ro 1.16, /(ron; r 1.18, /(rou; = 1.10, /(rou; = 1.08,
and /(to?) = 1.07.

By the Prime Number Theorem, the number of primes less than a billion, that is, z-(fOe), should be close to
10e/ ln 10e = 48,254,942. In fact, a'(fOe) : b0,g4|,b4B, so our estimate is offby about b.l%.Do not atrempt
tttis calculation at home

ves of Logarithmic Functions

differentiation formula for logarithmic functio nr, 
*(log" 

r) : 
#,is 

simplest when a : e because
'- 

1.

):  rn(r2 + 10) =+ f ' (*):  #, * fO + 10) :  
h

: rn(cosd) + f'(o) : 
# #(cosd) : 

# 
: -tano

) :  cos( lnz)  + f ' ( * ) :  -s in( ln  4 : :  
-#@

=+ f' (x): tr+r", ft o - B,): ffi; * 6*r_
: l o g r o r - l o g r o ( r - l )  +  f ' ( r ) : - : =  1- ,1"10 -  

G:1)1"  10 or - ; f f i lO

) = l o g z ( 1  - 3 r )

P) : rosro(*)

)= ln  + f t  - rn r r /5 :  fhz  +  f ' ( * ) :  * .  : :  #

) : {E, : ( lnr) | /s+f ,@):}(hr)_a/s*u"d:#. ! : f f i

r,(*) : y6(;) . (hr) +: #. # :r+#
.  1 + l n t
l : -  : +
!  1 - l n t

,  (2t  + 1)3- t " f f i  :  ln(2t+ l ) t  - ln(3r -  l )n :  Jrn(2t+ 1) -4ln(Br-  1)  +

t) =s #.2 - 4 #-' .s : ffi - #,orcombineo, ffiffi.

1: ,fr lnr =+



506

12.

N CHAPTER 7 INVERSE FUNCTIONS

h(r) - tn(* + ̂ 'f' - t,' 
-, 

*__n_:=\ 
: -J- t4# : -L

h,  (n)  :  ;  +f f i  \ t  
*  f f i )  

- -  
; ; f f i  

- \F-  J 12 -  r

1 1 _
n t ( r \ : -  _ ( - 1 )  

- ; + r -
y  \ * /  a - f i

- (o+r ) - (a- r ) :++
( a -  n ) (o . * r )

, -
A,- 

- J'

l a . F ( s ) : 9 1 n ( 1  + " o )  +  F ' ( d : o  ] * ' e a * l ' ( 1  
t " u ) ' r :

lnu
rs. /(u) : TT66 

-
\ ,  1  1-  o ,  .  J -  '2  *  [1  +  ln(2u)  - inu l

t  +  ( lnz  +  In  u )  - lnY:  
,  

t  
l t t t '---ffi:;v;rffi

Aea  * l n (1  + "o )
I * e a

r  1  - - I ) - ) , c : + '
a ,  : 4  L  a ,  6 ;  

' c o s r  : ; -  "  "

16. a : in(ra sin2 r) :Lnri f  In(sin *) '  :  4l l , tn + 2 lnsinr =>

r ' - ^ - - \  
r  _ 1  _ r * I _ _  r

a ' : - I + 7 y i : -  1 + n  L - r ' " 1
'  2e' ln(1 + {

? 2 .  a : [ 1 n ( 1  + e ' ) 1 2  +  ' a '  : 2 [ 1 n ( 1 +  e " ) )  7 ! " " ' e * :  
_ - l l _ e "

23. UsingFormula 
. |  andtheChainRule,g 

:5- |1,  + a,  :5- t l , (h5)[-r . ( - , - , ) l  
:  5- |1"(1n5)/r2

-6

9 u 2 - 4

, '2 a,  : re" '  i ln , )  
*(r"  )  

:  2 ' ' ' '  ( in 2)3" '  ( ln 3) (2r)

2 4 . y : 2 "  
+  g  - L  \ - - - ' d r r  '  

, r  . t t n

2 5 . g : n l n n  +  y ' -  r ( ! f d  + ( l n r ) ' r : 1 t i n r  
+  a  : r t &

inr  r  " , , -@:{- f f9:YY 
+

2 6 . a : - F  -  Y  -  
l r " )  6 t n r c )  6 l n r - 5

\ r " / -  
1 1rr \  +r" :* '^(-+):-* ' r^o

n.  a : Iogror  + a '  :  ; ; f r :  i t t ro  1"7
,  -  |  ^ n n 2 n  - . r r _ S e C l | .  i a n f

z g . y : l . n ( s e c  r + t a t t n )  +  o ' : f f i : s Q C n  
+  a
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= n  
*2  co ta

D o m ( / )  : { r l r - 1 > 0  a n d  1 - l n ( e - t ) + 0 } : { r l * > L  a n d  l n ( r _ I ) + \
: { " 1  r } !  a n d  r - t * " t }  : { r l r } I  a n d  r + L * e } : ( 1 , 1 + e ) u ( 1 * e , o o )

f ( * ) : ,  1  = +  f ' ( r ) : - - - ! / '  l R u t e t  - - - 1r \ * / -  1+ ln r  r  \  /  ( r+ fnz f  [Rec ip roca lRu le ]  : - ;GJ l r r rp .

D o m ( / )  :  { r l r } 0  a n d  l n r r - 1 }  :  { r l r > 0  a n d  r l r / e } :  ( 0 ,  L / e ) u ( 7 / e , x ) .

f ( r ) : 12 tn ( r -  r r )  +  f , ( r ) : 2 r rn ( r  -  * r ) .+# :2 r tn ( r_  * r )  _  
*

D o m ( / )  : { r l I - 1 2  > 0 } :  { " l l * l < 1 } : ( _ 1 ,  1 ) .

A f @): lnlnlnr + f'(*) : -+- . -1- I
l n l n r  I n r  r

Dom(/ )  :  { r  I  ln lnr  )  0}  :  { r  I  ln  r  >  1}  :  { r  I  r  >  e} :  (e ,oo) .

f , ( r \  : l n r - r ( 1 / r )  _  l n z -  1  J  x t / - \  1  -  1r \r-) - 
llnet- 

: 
1tr, ,;, 

=+ I'\e) : 
p : 6

f ' ( r )  : 2 r t n n  *  r 2 ( : )  :  2 r l n r  * r  = +  f , ( r )  : 2 1 n 1  *  1  :  1
\ r /

l v = f ( ' ) : l n l n z  = +  f ' ( * ) :  # ( * )  
= +  f ' ( " ) : l , r o u n e q u a t i o n o f t h e r a n g e n t l i n e a t ( e , 0 ) i s

s -o  :  lA  
-  e ) , o r ,  :  

I * -  1 ,  o r  r  -  ey  :  s .

r y : l n ( 2 3 - z )  +  u ' : ; { 7 ' 3 r ' = +  y ' ( 2 ) : # - r 2 , s o a n e q u a t i o n o f a t a n g e n t l i n e a t ( 2 , 0 ) i s

y-0 : 12(r - 2) or A : I2n - 24.

9,f (r): sinz * lnr + f '("): cos r * t lr. This is reasonable,

because the graph shows that f increases when /' is positive, and

f'(*) :0 when / has a horizontal tangenr.

I t  / (z )  :  u "o t '  :  
" lnacosa 

=+

f '(*) :"rn c cos' 
ft" 

r,- sin e) * cos r (;)]

: z"o"'|ry - sin nh*f
This is reasonable, because the graph shows that f increases when

/'(r) is positive.

f(*): .  ,+ .r - * 1 " - - t )  +

[ 1  - l n ( z - 1 ) l  . L - r .  
- 1

t t ( ^ \ - -  "  r - 1
p - l n ( z - 1 ) 1 ,

_ 2 r - 1 - ( r - L ) l n ( r - r )
( r - L ) [ 1  - l n ( z - 1 ) ] ,

l (4 :3  =>
t nu

( " - 1 ) [ 1  - l n ( r - 1 ) ]  + z\  / l  \

r - I
[ 1  - l n ( z - 1 ) ] ,

r - r - ( n - I ) l n ( r - t ) - l r
( r ' - 1 ) t 1  - l n ( l l - 1 ) P

tf /(t) : n2lnn =>

-6

t r - 4

n5)/12
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y  :  ( 2 r+  1 ) ' ( " n  -  g )u  =+  l n  s  :  r " ( t z "  +  1 ) t  ( ' n  -  3 ) t )  +

I 1 y  : 5 I n ( 2 r + 1 )  + 6 h ( r a  - 3 )  +  
i , ' '  

: 5 '  
2 r + 1

'l
L t

1 I r . j
-  . 4 . f '  = =

r a - 3

I

5t

5'
u

.  /  1 0  2 4 1 3  \  - , n .  "  /  1 o  2 4 1 3  \

a, :  a(rfr -r --f ,--3 
) 

-,- .  + l  ) ' (*o -3)"(t f t  + .- t)

fThe answer could be simplifie d to y' : 2(2r+ 1)* (*n - s)5' (zor4 + 1213 - 15) ' but this is unnecessary'l

I 0 .  g :  y E e , ' ( " ,  +  f ) t o  +  l ' g :  , t { i + l ' e " ' + h ( r 2  +  1 ) t o  = +  l n y :  } t n r + 1 2  +  1 0 l n ( r 2  +  1 )

=) l r ' : i  + .2r t to  ; ) ;1  z '  + a ' : { i " ' " ( "+1) 'o  (* . "+#h)

, ,  -  sin2 z tan4 r =+ Ina : ln(sin2 r tana r) - tn(r2 + I) '  +
Y  

-  
t  )  '  1 \ ' 241.
\ n ' +  r )

I n u : l n ( s i n * ) ' ' + l n ( t a n ' ) n - l n ( r 2 + 1 ) ' + I r , y : 2 l n l s i n r l + 4 l n l t a n r l -  
2 t n ( r 2 + 1 ) = +G' + r) '

1
t  ' l -  t  t  , , . . - 2 n - ) .  

-  . 2 t  +
)  ! J ,  : 2 .  . _ . c o s r  +  I  ; ; ' . t ' . " '  

- ' Z '  
n * 1  

2I

tan ru

4 2 .  u :

9 -

, sln- :L \a1} 'Ji
^| '  -  :
Y  

-  
t  n  '  1 \ l

n2 .r tarra r ( n ^.,* 
4sec" ir 4r

; ; ; r t -  \ 2 c o t t * , u ; l  
-  

x ' z  + l
t r ' - i  r ,  \

4 r \
! + r /

S I N , '

in2 . r  tauo r
2

l E  +  l ' y : i t n i r 2+ l ) -
t l  I - - r

]  rn(r '?-  r )  + l r '  
: !n ;* '2r  

- i  #= *

^ [7  + I
: t  -

V 1 2 - 1

/  - 2 r \  x

\ r - t ) - t - r a

43.A : t r '  = +  l n Y : 1 1  r "  +  l n u : r l : n r

a '  :  a( \1  ln  r )  +  a '  :  
' x ' '  (1  +  ln  r )

14.y - r : r t '  =+  r rE : ln ,  +  
+ : : ( ; )  

. (h r )  ( -# )

+ u'  la :  r (1 l r )  + (hr r)  '  I  =+

1  -  l r r r
-  1 / -  L

= ?  U  - J  ,

o , l  I

I n s :  s i n r l n r  +  
\  

:  l " ' " ' )  ; *  
( h r ) ( c o s r )

a, :  t r " in"  (Y * ln r  .u,  
")

' ( ' o s r + f l n ( s i n r ) l  ' 1  +

4 5 . y - r " ' n '  +

,  ( dn t r  ,
y : a I 

- 
" 

-
\ &\

46 .  u :  ( s i n r ) '  =>  I : nY :  r l n ( s i n r )  +

g' - (sin ,)' lrcot r * ln(sin r)l

4 7 .  E :  ( h i z ) "  = +  l n g :  h r ( l n z ) "

a ,  :  a( ; ; ;+  i '  h  r )  =+ a '

48.  y  -  r rn '  =+ l r  1  :  ln r lnx ;  :  ( ln r )2

49' g : a"'' =+ ln 9 : e'Irrr +

- " .  1  ! * ( l n l n r )  ' 1
I n r  r

.  . . , ,  -  " t n ,  /  z  t n  r \
+  l t  : t  

\ - r  /

,  /  1 \
! / '  : r ' " '  e ' ( l n ' +  

, )

S I I T  J

I t r y :  t n " r '

\
lnr cosr 

) 
=+

, ' 1
Z - - r

a  s l n l

-  ( 1 r r  r

t 1' l t 4 L

t t  . t )

k , a : r l n i n r  +  T

, ' (  J- -+ ln l ' r )'  
\ l n r  /

+  U '  : 2 r " ,  ( l \
a  \ ; /

*  ( l n  r ) ' e "  = +

1 2  - r


